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M a r k  S t a n k u s 
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P r o f e s s o r  J i m  A g l e r ,  C h a i r 
  
W e  e x p l o r e  t h e  e l e m e n t a r y  o p e r a t o r  t h e o r y  o f  t h e  e q u a t i o n  
0 0
( 0 . 1 ) 	  
2 :  c m , n T * n T
m  
=  0  
m , n = l  
f o r  C m , n  E  C ,  C m , n  n o n z e r o  f o r  o n l y  f i n i t e l y  m a n y  m ,  n a n d  T  a  b o u n d e d  l i n e a r  
t r a n s f ( ) r m a t i o n  o n  a  c o m p l e x  H i l b e r t  s p a c e  i n  C h a p t e r s  1  a n d  2 .  W e  e x p l o r e  t h e  
e q u a t i o n  
( 0 . 2 ) 	  T * 2 T  - T * T
2  
+  T  - T *  =  0  
i n  g r e a t e r  d e p t h  i n  C h a p t e r s  4  a n d  5 .  
C h a p t e r  1  e x p l o r e s  t h e  a l g e b r a i c  a n d  C * - a l g e b r a i c  a s p e c t s  o f  t h e  e q u a t i o n  
( 0 . 1 )  a n d  b o t h  t h e  s p e c t r a l  p i c t u r e  o f  a n d  g r o w t h  c o n d i t i o n s  o n  t h e  r e s o l v e n t  o f t h e  
o p e r a t o r  T  s a t i s f y i n g  ( 0 . 1 ) .  
C h a p t e r  2  e x p l o r e s  t h e  i m p l i c a t i o n s  o f  R o s e n b l u m ' s  T h e o r e m  t o  t h e  s t u d y  
o f  ( 0 . 1 ) .  T h e s e  i m p l i c a t i o n s  a r e  s u f f i c i e n t  i n  s o m e  c a s e s  t o  c o m p l e t e l y  c l a s s i f y  a  
s o l u t i o n  t o  ( 0 . 1 )  g i v e n  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  s p e c t r u m  o f  T .  C h a p t e r  2  a l s o  r e c a l l s  
a  f e w  d e f i n i t i o n s  a n d  r e s u l t s  f r o m  t h e  t h e o r y  o f  v o n  N e u m a n n  a l g e b r a s  w h i c h  w i l l  
b e  u s e d  i n  t h e  r e s t  o f  t h e  p a p e r .  
C h a p t e r  3  g u a r a n t e e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  m a x i m a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  M  
f o r  a n  o p e r a t o r  T  s u c h  t h a t  T  r e s t r i c t e d  t o  M  i s  a  m e m b e r  o f  a  f i x e d  f a m i l y  o f  
V l l  
o p e r a t o r s .  T h i s  p r o v i d e s  a n  a p p r o a c h  t o  c o m p l e t e l y  s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n  ( 0 . 1 )  f o r  
T  f o r  c e r t a i n  c h o i c e s  o f  e m
,
n .  
I n  C h a p t e r s  4  a n d  5 ,  w e  s t u d y  o p e r a t o r s  T  s a t i s f y i n g  ( 0 . 2 ) .  T h e s e  o p e r ­
a t o r s  a r e  t e r m e d  i s o s y m m e t r i e s .  T h e  r e s u l t s  o f  C h a p t e r s  1 ,  2  a n d  3  d o  n o t  s o l v e  
e q u a t i o n  ( 0 . 2 ) .  
C h a p t e r  4  g i v e s  t h e  e l e m e n t a r y  o p e r a t o r  t h e o r y  o f  i s o s y m m e t r i e s .  
C h a p t e r  5  c l a s s i f i e s  s e v e r a l  c o l l e c t i o n s  o f  i s o s y m m e t r i e s .  I n d e e d ,  i f  T  i s  a n  
i s o s y m m e t r y  a n d  T  i s  h y p o n o r m a l ,  T  i s  a  c o n t r a c t i o n ,  I m ( T )  ~ 0  o r  I m ( T )  S ;  0 ,  
t h e n  T  i s  s u b n o r m a l  a n d  t h e  m i n i m a l  n o r m a l  e x t e n s i o n  o f  T  h a s  t h e  s a m e  p r o p e r t i e s .  
I f  T * T  ~ 1 ,  t h e n  T  i s  t h e  r e s t r i c t i o n  t o  a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  o f  a  d i r e c t  i n t e g r a l  
o f  r a n k  o n e  p e r t u r b a t i o n s  o f  t h e  u n i l a t e r a l  s h i f t .  I f  t h e  s p e c t r u m  o f  T  e q u a l s  i t s  
b o u n d r y ,  t h e n  T  h a s  t h e  f o r m  o f  a  d i r e c t  i n t e g r a l  o f  1  x  1  a n d  2  x  2  m a t r i c e s .  T h e s e  
c o n s t r a i n t s  a r i s e  n a t u r a l l y  f r o m  t h e  a n a l y s i s  o f  C h a p t e r  4 .  
V l l l  
C h a p t e r  1  
T h e  H e r e d i t a r y  F u n c t i o n a l  
C a l c u l u s ,  T h e  S p e c t r u m  a n d  
R e s o l v e n t  I n e q u a l i t i e s
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  i n t r o d u c e  t h e  n o t a t i o n  o f  t h e  p a p e r ,  d e s c r i b e  t h e
H e r e d i t a r y  F u n c t i o n a l  C a l c u l u s  [ A g l ]  f o r  e l e m e n t s  o f  a  C * - a l g e b r a  a n d  g i v e  t h e  
e l e m e n t a r y  o p e r a t o r  t h e o r y  f o r  r o o t s  o f  a  h e r e d i t a r y  p o l y n o m i a l .  
W i t h i n  t h i s  p a p e r ,  a l l  H i l b e r t  s p a c e s  w i l l  b e  c o m p l e x  a n d  s e p a r a b l e .  I f  1 1 .  
a n d  K ,  a r e  H i l b e r t  s p a c e s ,  w e  l e t  £ ( 1 1 . ,  K , )  d e n o t e  t h e  b o u n d e d  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n s  
f r o m  1 1 .  t o  K , .  W e  d e n o t e  £ ( 1 1 . ,  ' H )  b y  £ ( 1 1 . ) .  I f  p  E  C [ x ,  V ] ,  t h e n ,  f o r  m  ~ 0  a n d  n  ~ 
0 ,  p " ( m , n )  w i l l  b e  c o m p l e x  n u m b e r s  s u c h  t h a t  p ( x , y )  = L  p " ( m , n ) y n x m .  N o t e  
m , n  
t h a t  p " ( m , n )  i s  z e r o  f o r  a l l  b u t  f i n i t e l y  m a n y  m  a n d  n .  U n l e s s  o t h e r w i s e  i n d i c a t e d ,  
w h e n e v e r  m  a n d  n  a r e  i n d i c e s  o f  s u m m a t i o n ,  m  a n d  n  w i l l  r a n g e  o v e r  t h e  p o s i t i v e  
i n t e g e r s .  T h r o u g h o u t  t h i s  p a p e r ,  w h e n e v e r  a  s u m m a t i o n  i s  t a k e n  o v e r  a n  i n f i n i t e  
i n d e x  s e t  ( e . g . ,  L i E l a d ,  a l l  b u t  f i n i t e l y  m a n y  s u m m a n d s  a r e  z e r o  ( { i  E  I :  a i  = f : .  O }  
i s  f i n i t e ) .  T h i s  f a c t  w i l l  b e  u s e d  t a c i t l y  m a n y  t i m e s  i n  t h i s  p a p e r .  I f  m  a n d  n  a r e  
p o s i t i v e  i n t e g e r s  a n d  R  i s  a  r i n g ,  l e t  R m , n  d e n o t e  m  b y  n  m a t r i c e s  w i t h  e n t r i e s  i n  
R .  
I f  C  i s  a  u n i t a l  C * - a l g e b r a ,  c  E  C  a n d  p  E C  [ x ,  y ] ,  t h e n  p ( c )  E  C  i s  d e f i n e d  
1  
2  
b y  
( 1 . 1 ) 	  
p ( c )  =  ~pA(m,n)CoonCm. 
m , n  
I f  n a n d  K  a r e  p o s i t i v e  i n t e g e r s ,  M
k  
E  c n , n  a n d  P k  E  C [ x , y ]  f o r  e v e r y  1  : : ;  k  : : ;  K  
K  
a n d  P  =  l :  M
k  
®  P k  E  c n , n  ®  C [ x ,  y ] ,  t h e n  p ( c )  E  c n , n  ®  C  i s  d e f i n e d  b y  
k = l  
K  
p ( c )  =  ~ M
k  
®  P k ( C )  
k = l  
w h e r e  P k ( C )  i s  d e f i n e d  a s  i n  ( 1 . 1 ) .  T h i s  f u n c t i o n a l  c a l c u l u s  i s  t e r m e d  t h e  H e r e d i t a r y  
F u n c t i o n a l  C a l c u l u s  i n  [ A g l ]  a n d  h a s  b e e n  u s e d  t o  s o l v e  a  n u m b e r  o f  p r o b l e m s  
[ A g l , A g 2 ,  A g 3 ,  A g 4 ,  A g 5 ,  A g 6 ,  A g 7 ,  A g - S ,  C - P ,  M l ,  M 2 ,  H I ] .  
I n  t h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n ,  w e  r e c o r d  s o m e  e l e m e n t a r y  a l g e b r a i c  f a c t s  
a b o u t  t h e  H e r e d i t a r y  F u n c t i o n a l  C a l c u l u s  w h i c h  a r e  g i v e n  i n  [ A g l ,  A g 6 ,  A g - S ] .  F o r  
P  E  C [ x , y ] ,  l e t  p
V
b e  t h e  u n i q u e  m e m b e r  o f  C [ x , y ]  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  r e l a t i o n  
p V p ' , T i )  = p ( T i , > ' )  
f o r  a l l  
> ' , p  E  C .  
E x p l i c i t l y , p V ( x , y )  =  l :  p A ( n , m ) y n x m .  
m , n  
P r o p o s i t i o n  1 . 2 .  L e t  C  b e a  C O O - a l g e b r a  a n d  C  E  C .  T h e  m a p  p  1 - - +  p ( c )  f r o m  
C [ x , y ]  i n t o  C  i s  a  v e c t o r  s p a c e  h o m o m o r p h i s m  a n d  t h e  f o l l o w i n g  h o l d .  
( a )  p  1 - - +  p ( c )  i s  a n  a l g e b r a  h o m o m o r p h i s m  i f  a n d  o n l y  i f c  i s  n o r m a l .  
( b )  F o r  p  E  C [ x , y ] ,  p ( c ) O O  =  p V ( c ) .  
( c )  I f p  E  C [ x ] ,  q  E  C [ x , y ] ,  s  E  C r y ] ,  a n d  t ( x , y )  =  s ( y ) q ( x , y ) p ( x ) ,  t h e n  
( 1 . 3 ) 	  
t ( c )  =  s ( c O O ) q ( c ) p ( c )  ,  
w h e r e  p ( c )  a n d  s ( c O O )  a r e  d e f i n e d  a s  i n  t h e  R i e s z  F u n c t i o n a l  C a l c u l u s .  
( d )  I f p  E  C [ x ] ,  t h e n  t h e  d e f i n i t i o n  o f p ( c )  f r o m  t h e  H e r e d i t a r y  F u n c t i o n a l  C a l c u l u s  
3  
a n d  t h e  R i e s z  F u n c t i o n a l  C a l c u l u s  a g r e e .  
( e )  I f D  i s  a  u n i t a l  C " ' - a l g e b r a  a n d  7 r  : C  - - +  D  i s  a  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n ,  t h e n  
( 1 . 4 )  
7 r ( p ( c ) )  =  p ( 7 r ( c ) ) .  
I n  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a ,  s e v e r a l  s p a t i a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  H e r e d i t a r y  F u n c ­
t i o n a l  C a l c u l u s  a r e  g i v e n  f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  w h e n  t h e  C " ' - a l g e b r a  i s  £ ( 1 i ) .  T h e  
l e m m a  i s  p r o v e d  i m p l i c i t l y  i n  [ A g 1 ] .  
P r o p o s i t i o n  1 . 5 .  L e t  p  E  C [ x ,  y ] .  I f I  i s  a n  i n d e x  s e t ,  T  
O I  
E  £ ( 1 i
0 l  
)  f o r  e a c h  a E  I  
a n d  s u p {  I I T O I I I  : a E  I }  <  0 0 ,  t h e n  
( 1 . 6 )  
p  ( f f i T O I )  =  f f i p ( T
O I  
)  .  
O l E !  O l E !  
I f T  E  £ ( 1 i )  a n d 7 r  :  £ ( 1 i )  - - +  £ ( K )  i s  a  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n ,  t h e n  
( 1 . 7 )  
7 r ( p ( T ) )  =  p ( 7 r ( T ) )  .  
I f  T  E  £ ( 1 i ) ,  M  i s  a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  T ,  P M  E  £ ( 1 i ) ,  a n d  P M  i s  t h e  
o r t h o g o n a l  p r o j e c t i o n  o n t o  M ,  t h e n  
( 1 . 8 )  
p ( T I M )  =  P M P ( T )  1 M  .  
T h e  r e s t  o f  C h a p t e r s  1 ,  2  a n d  3  w i l l  b e  r e l a t e d  t o  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n .  
D e f i n i t i o n  1 . 9 .  L e t  p  E C  [ x ,  y ]  a n d  c b e a  m e m b e r  o f  s o m e  u n i t a l  C  ' " - a l g e b r a .  c  
i s  a  r o o t  o f p  i f p ( c )  =  0  w h e r e  p ( c )  i s  d e f i n e d  b y  ( 1 . 1 ) .  
B e f o r e  c o n t i n u i n g ,  w e  n o t e  t h a t  P r o p o s i t i o n s  1 . 2  a n d  1 . 5  h a v e  s p e c i f i c  
i m p l i c a t i o n s  c o n c e r n i n g  r o o t s .  
P r o p o s i t i o n  1 . 2  ( e )  i m p l i e s  t h a t  t h e  p r o p e r t y  o f  b e i n g  a  r o o t  i s  c l o s e d  w i t h  
r e s p e c t  t o  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n s .  T h a t  i s ,  l e t  C  b e  a  u n i t a l  C " ' - a l g e b r a ,  c  E  C ,  
4  
P  E  C [ x ,  y ] ,  D  b e  a  u n i t a l  C * - a l g e b r a  a n d  1 r  :  C  - - - +  D  b e  a  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n .  
I f  c  i s  a  r o o t  o f  P ,  t h e n  1 r ( c ) i s a  r o o t  o f  p .  
P r o p o s i t i o n  1 . 5  i m p l i e s  t h a t  t h e  p r o p e r t y  o f  b e i n g  a n  o p e r a t o r  a n d  a  r o o t  
i s  c l o s e d  w i t h  r e s p e c t  t o  d i r e c t  s u m s  ( b y  ( 1 . 6 ) ) ,  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n s  ( b y  ( 1 . 7 ) )  
a n d  r e s t r i c t i o n s  t o  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  ( b y  ( 1 . 8 ) ) .  I f  U  E  . c ( 1 i )  i s  u n i t a r y ,  t h e n  
t h e  m a p  1 r  :  . c ( 1 i )  - - - +  . c ( 1 i ) ,  d e f i n e d  b y  1 r ( X )  =  U * X U  f o r  X  E  . c ( 1 i ) ,  i s  a  u n i t a l  
* - r e p r e s e n t a t i o n .  T h e r e f o r e ,  a n y  o p e r a t o r  u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  T  i s  a  r o o t  o f  P  i f  
T  E  . c ( 1 i ) ,  P  E  C [ x ,  y ]  a n d  T  i s a  r o o t  o f  p .  
B y  P r o p o s i t i o n  1 . 2  ( d ) ,  w e  s e e  t h a t  T  i s  a l g e b r a i c  i f  i t  i s  t h e  r o o t  o f  s o m e  
n o n z e r o  P  E  C [ x ] .  W e  w i l l  e x p l o r e  r o o t s  o f  h e r e d i t a r y  p o l y n o m i a l s  P  E  C [ x ,  y ]  f r o m  
t h e  p o i n t  o f  v i e w  o f  g e n e r a l i z i n g  c e r t a i n  r e s u l t s  a b o u t  a l g e b r a i c  o p e r a t o r s .  N o t e  
t h a t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  r o o t  i s  b r o a d  e n o u g h  t o  i n c l u d e ,  f o r  e x a m p l e ,  t h e  s t u d y  o f  
i s o m e t r i e s  ( i . e . ,  ( y x  - l ) ( T )  =  0 )  a n d  s e l f - a d j o i n t  o p e r a t o r s  ( i . e . ,  ( y  - x ) ( T )  =  0 ) .  
I f  T  E  . c ( 1 i ) ,  t h e n  { p  E  C [ x ]  :  p ( T )  =  O }  i s  a n  i d e a l  o f  C [ x ] .  T h e  f o l l o w i n g  
p r o p o s i t i o n  o f  J i m  A g l e r  g i v e s  t h e  a n a l o g o u s  r e s u l t  i n  t h e  h e r e d i t a r y  s i t u a t i o n .  
P r o p o s i t i o n  1 . 1 0 .  L e t  C  b e  a  C * - a l g e b r a  a n d  c  E  C .  T h e  s e t  
( 1 . 1 1 )  
{ p  E  C [ x ,  y ]  :  p ( c )  = O }  
i s  a n  i d e a l  o f  C [ x ,  y ] .  I n  a d d i t i o n ,  i f  T  E  . c ( 1 i ) ,  I  i s  a n  i d e a l  o f  C [ x ,  y ]  s u c h  t h a t  
p ( T )  = 0  f o r  e v e r y  p E l ,  P I  E  C [ x ,  y ] ,  P 2  E  C [ x ,  y ]  a n d  P I  +  I  =  P 2  +  I ,  t h e n  
P I  ( T )  =  P 2 ( T ) .  
P r o o f .  T h e  s e c o n d  s t a t e m e n t  f o l l o w s  t r i v i a l l y  f r o m  P r o p o s i t i o n  1 . 2 .  L e t  I  b e  t h e  
s e t  ( 1 . 1 1 ) .  B y  P r o p o s i t i o n  1 . 2 ,  I  i s  a  v e c t o r  s u b s p a c e  o f  C [ x , y ] .  I f  p , q  E  I ,  t h e n ,  
b y  P r o p o s i t i o n  1 . 2  a n d  ( 1 . 3 ) ,  
( p q )  ( c )  =  (~q"(m,n)ynp(x,y)xm) ( c )  
5  
- E  q " ( m ,  n ) ( y n p ( x ,  y ) x m ) ( c )  
m , n  
_ 	  E q " ( m , n ) c * n p ( c ) c
m  
m , n  
o .  
T h e r e f o r e ,  I  i s  a n  i d e a l  o f  C [ x ,  y ]  a n d  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  1 . 1 0  i s  c o m p l e t e .  
I f  T  i s  a n  n  x  n  m a t r i x ,  t h e n  t h e  s p e c t r u m  o f  T  i s  a  s u b s e t  o f  t h e  ( s c a l a r )  
r o o t s  o f  p  w h e n e v e r  p  E  C [ x ]  a n d  p ( T )  =  O .  T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  p r o v e s  
t h a t  a  c o r r e s p o n d i n g  p h e n o m e n a  h o l d s  f o r  t h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  a n d  
t h e  ( s c a l a r )  r o o t s  o f  p  w h e n e v e r  p  E  C [ x ,  y ]  a n d  p ( T )  =  O .  I f  T  E  £ ( 1 1 . ) ,  t h e n  W ( T )  
w i l l  d e n o t e  t h e  n u m e r i c a l  r a n g e  o f  T ,  l 7
p  
( T )  w i l l  d e n o t e  t h e  s e t  o f  e i g e n v a l u e s  ( o r  
p o i n t  s p e c t r u m )  o f  T ,  l 7
a p
( T )  w i l l  d e n o t e  t h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  o f  T  a n d  
T  w i l l  b e  c a l l e d  f i n i t e l y  c y c l i c  i f  t h e r e  e x i s t s  f i n i t e l y  m a n y  v e c t o r s  1 1 ,  . . .  " n  s u c h  
t h a t  t h e  s m a l l e s t  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  T  c o n t a i n i n g  1 1 ,  . . .  , I n  i s  1 1 . .  
P r o p o s i t i o n  1 . 1 2 .  L e t  T  E  £ ( 1 1 . )  a n d  p  E  C [ x ,  y ] .  T h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c ­
t r u m  o f  T  i s  a  s u b s e t  o f  
{ A  E C :  p ( \ X )  E  W ( p ( T ) t } .  
I n  p a r t i c u l a r ,  i f  p ( T )  =  0  a n d  A  E  l 7
a p
( T ) ,  t h e n  p ( A ,  X )  =  O .  I f  T  i s  f i n i t e l y  c y c l i c ,  
t h e n  t h e  e s s e n t i a l  s p e c t r u m  o f  T  i s  a  s u b s e t  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  o f  
T .  
P r o o f .  T h e  l a s t  s t a t e m e n t  o f t h e  p r o p o s i t i o n  i s  w e l l - k n o w n  ( [ C ] ,  C o r o l l a r y  X I . 2 . 6 )  
a n d  t h e  s e c o n d  s t a t e m e n t  f o l l o w s  f r o m  t h e  f i r s t .  
L e t  A  E  l 7
a p
( T )  a n d  {Xd~I ~ 1 1 .  b e  a  s e q u e n c e  o f  u n i t  v e c t o r s  s u c h  t h a t  
( T  - A ) X l  - - +  O .  F o r  f  2 :  0  a n d  m  2 :  0 ,  l e t  Y l , m  =  T m  
X 1  
- A m X l .  N o w ,  
l i m 	  I I Y l , m l l  =  l i m  I I  ( I : A i T m - I - i )  ( T  - A ) X l
l - + o o  l - + o o .  0  




L  > - . i T m - 1 - j  
l i m  I I ( T  - A )  x  ~d I  
i - c o  
. .  j = O  
O .  
T h e r e f o r e ,  
( T * n  
T m X l  
,  X l )  =  ( T m X l '  T n X l ,  T n X l )  - - +  r A m .  
B y  t a k i n g  l i n e a r  c o m b i n a t i o n s ,  w e  s e e  t h a t  
( p ( T ) X l ,  X l )  - - - +  p ( A ,  X )  .  
T h u s  p ( A ,  X )  E  W ( p ( T ) ) - w h i c h  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  1 . 1 2 .  
B e f o r e  c o n t i n u i n g ,  w e  m a k e  t h r e e  o b s e r v a t i o n s .  F i r s t l y ,  n o t e  t h a t  i f  P r o p o ­
s i t i o n  1 . 1 2  i s  a p p l i e d  t o  t h e  p o l y n o m i a l  p ( x , y )  =  y x  - 1 ,  t h e n  o n e  c a n  d e d u c e  t h a t  
t h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  o f  a n  i s o m e t r y  l i e s  o n  t h e  u n i t  c i r c l e  a n d  t h a t ,  b y  
u s i n g  e l e m e n t a r y  f a c t s  a b o u t  t h e  s p e c t r u m  o f  a n  o p e r a t o r  ( e . g . ,  i n  [ C ] ) ,  t h e  s p e c t r u m  
i s  a  s u b s e t  o f  a D  o r  e q u a l s  D - w h e r e  D  i s  t h e  o p e n  u n i t  d i s k  i n  t h e  c o m p l e x  p l a n e .  
S u m m a r i z i n g ,  t h e  s p e c t r a l  p i c t u r e  [ P ]  o f  a  f i n i t e l y  c y c l i c  i s o m e t r y  c a n  b e  d e d u c e d  
f r o m  P r o p o s i t i o n  1 . 1 2  v i a  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  X A  - 1  =  0  f o r  A  E  C  w i t h o u t  
r e f e r e n c e  t o  f u n c t i o n  t h e o r y .  P r o p o s i t i o n  1 . 1 2  p r o v i d e s  t h e  k e y  s t e p  f o r  a n a l y z i n g  
t h e  s p e c t r a l  p i c t u r e  o f  a  r o o t  o f  a  p o l y n o m i a l  i n  C [ x ,  y ] .  S e c o n d l y ,  a n  a l t e r n a t e  p r o o f  
o f  P r o p o s i t i o n  1 . 1 2  c o n s i s t s  o f  t h e  o b s e r v a t i o n s  t h a t ,  w i t h  t h e  s e t u p  o f  P r o p o s i t i o n  
1 . 1 2 ,  ( 1 . 8 )  i m p l i e s  t h a t  i f  A  i s  a n  e i g e n v a l u e  o f  T ,  t h e n  p ( A ,  X )  E  W ( p ( T ) )  a n d  t h e  
e x i s t e n c e  o f  a  H i l b e r t  s p a c e  K  a n d  a  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n  7 r  :  £ ( 1 i )  - - +  £ ( K )  s u c h  
t h a t  
( 1 . 1 3 )  
< i a p ( R )  =  < T
p
( 7 r ( R ) )  =  < i
a p
( 7 r ( R ) )  a n d  W ( R ) - =  W ( 7 r ( R ) )  .  
T h e  e x i s t e n c e  o f  s u c h  * - r e p r e s e n t a t i o n s  7 r  i s  p r o v e n  i n  [ B e r ] .  T h i r d l y ,  n o t e  t h a t  
f o r  p  E  C [ x , y ] ,  N  E  £ ( 1 i )  a n d  N  n o r m a l ,  p ( N )  =  0  i f  a n d  o n l y  i f  < T ( N )  ~ { A  :  
7  
p ( A , " X )  =  O } .  
P r o p o s i t i o n  1 . 1 2  m o t i v a t e s  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n .  
D e f i n i t i o n  1 . 1 4 .  F o r  P  E  C [ x , y ] ,  l e t  A
p  
=  { A  E C :  p ( A , " X )  =  O } .  
N o t e  t h a t  A
p  
i s  a  r e a l  a l g e b r a i c  v a r i e t y ,  A
p  
=  A p v  a n d  A
p  
=  A 2 : ± J i ! . .  n  A 2 £  
2 '  2 .  
f o r  P  E  C [ x ,  y ] .  
I f T  i s  a n  n  X  n  m a t r i x ,  p  E  C [ x ]  a n d  p  i s  t h e  m i n i m a l  p o l y n o m i a l  o f  T ,  t h e n  
o n e  c a n  d e d u c e  f r o m  p  n o t  o n l y  t h e  s p e c t r u m  o f  T ,  b u t  a l s o  t h e  o r d e r  o f  s o m e  o f  t h e  
J o r d a n  c e l l s  i n  t h e  J o r d a n  d e c o m p o s i t i o n  o f  T .  B o t h  o f  t h e s e  p r o p e r t i e s  a r e  r e f l e c t e d  
i n  t h e  m e r o m o r p h i c  f u n c t i o n  R  :  a ( T ) C  - +  £ ( H )  d e f i n e d  b y  R ( A )  =  ( A  - T ) - l .  T h e  
f u n c t i o n  R  i s  a n a l y t i c  o n  a ( T ) C  a n d  h a s  a  p o l e  a t  e a c h  e l e m e n t  o f  a ( T )  ( i . e . ,  a t  e a c h  
e i g e n v a l u e ) .  T h e  o r d e r  o f  e a c h  p o l e  e q u a l s  t h e  o r d e r  o f  s o m e  c o r r e s p o n d i n g  J o r d a n  
c e l l .  F i n a l l y ,  i f  R  h a s  a  p o l e  o f  o r d e r  n  a t  A o ,  t h e n  I I R ( A ) I I  v a r i e s  a s  I A  - A o l -
n  
f o r  
A  n e a r  A O .  O n e  c a n  d e d u c e  a n  i n e q u a l i t y  o n  t h e  n o r m  o f  ( A  - T ) - 1  f o r  a n  o p e r a t o r  
T  E  £ ( H )  w h i c h  i s  a  r o o t  o f  a  p o l y n o m i a l .  
P r o p o s i t i o n  1 . 1 5 .  L e t  K  ~ C ,  K  b e  c o m p a c t ,  p  E  C [ x ,  y ]  a n d  T  E  £ ( H ) .  I f  
p ( T )  = 0 ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  M  >  0  s u c h  t h a t  
I p ( A ,  A ) l l I h l l  ~ M I I ( T  - A ) h l l  
f o r  h  E  H  a n d  A  E  K .  I n  p a r t i c u l a r ,  
( 1 . 1 6 )  
I I ( T  _  A ) - I I I  ~ ~-
f o r  A  E  K  a n d  A  f / .  a ( T ) .  
P r o o f .  F o r  A  E  C ,  m  ~ 0  a n d  n  ~ 0 ,  l e t  C m n ( A )  E  C  s u c h  t h a t  
p ( x  +  A ,  y  + " X )  =  L :  C m n ( A ) y n x m  .  
m , n  
8  
L e t  
M
m n  
=  S U P { I C m n ( A ) 1  :  A  E  K }  
a n d  
P m  =  s u p { I I ( T  - A ) m l l  :  A  E  K } .  
S i n c e  C m n ( A )  a n d  I I ( T  - A ) m l l  a r e  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o f  A  a n d  K  i s  c o m p a c t ,  
M
m n  
<  0 0  a n d  P m  <  0 0 .  T h e r e f o r e ,  f o r  h E  ' H ,  
I p (  A ,  X ) I I I  h 1 1  
2 	  
I <  ( p ( T )  - p ( A ,  X ) ) h ,  h  > I 
  
1 <  ( p ( x  +  A , y  +  A ) ( T  - A )  - p ( A , X ) ) h , h  > I 
  
I  
2 :  C m n ( A )  <  ( T  - A ) m h ,  ( T  - A t h  > 
  
m+n~l 
<  2 :  I C m n ( A ) 1  I I ( T  - A ) m h l l l l ( T  - A t h l l  
m+n~l 
<  ( 2 :  M m O P m - 1  +  2 :  M m n P m P n _ l )  I I ( T  - A ) h l l l l h i l  
m~l m~O.n~l 
- M I I ( T  - A ) h l l l l h i l  




+  I :  M m n P m P n - l .  S i n c e  C m n ( A )  =  0  f o r  m ,  n  s u f f i ­
m~l m~O.n~l 
c i e n t l y  l a r g e ,  M  
m n  
= 0  f o r  m ,  n  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  a n d  M  <  0 0 .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  
p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  1 . 1 5 .  
T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  s h o w s  t h a t  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  t h e  r e s o l v e n t  
i n e q u a l i t y  ( 1 . 1 6 )  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  C / I A  - A o l
n  
f o r  A  n e a r  A o  w h e r e  C  a n d  n  a r e  
p o s i t i v e .  
P r o p o s i t i o n  1 . 1 7 .  L e t  A o  E  C ,  p ( x ,  y )  =  I :  C m n ( Y  - X o ) n ( x  - A o ) m  E  C [ x , y ] ,  
m+n~l 
M  =  m i n { m + n : 	  C
m n  
i :  O }  a n d  j ( z )  =  I :  C m n z m - n  f o r  z  E  a D .  I f K  ~ a D , K  
m + n = m  
i s  c o m p a c t  a n d  K  n  j - l ( { O } )  =  < / > ,  t h e n  t h e r e  e x i s t  C  >  0  a n d  €  >  0  s u c h  t h a t  
9  
w h e n e v e r > .  f : .  > ' 0 ,  I > '  - > ' 0 1  <  €  a n d  ( > '  - > ' 0 ) / 1 > '  - > ' 0 1  E  K  
1 C
( 1 . 1 8 )   - < - -
I p ( > ' , " X )  1 - I > .  - > ' o i M  .  
P r o o f .  
L e t  h  =  i n f { l f ( z ) 1  :  z  E  K } .  S i n c e  K  i s  c o m p a c t  a n d  K  n  f - l ( { O } )  =  
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T h i s  e s t a b l i s h e s  ( 1 . 1 8 )  a n d  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  1 . 1 7 .  
T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  i s  a  v a r i a t i o n  o f  T h e o r e m  6 . 3  i n  [ R - R 2 ]  w h i c h ,  
t o g e t h e r  w i t h  ( 1 . 1 6 )  a n d  ( 1 . 1 8 ) ,  p r o v e s  t h a t  a  r o o t  o f  a  n o n z e r o  p o l y n o m i a l  h a s  
h y p e r i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  f o r  e a c h  e x p o s e d  a r c  o f  t h e  s p e c t r u m .  S i n c e  t h e  p r o o f  o f  
t h i s  v a r i a t i o n  d i f f e r s  f r o m  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  6 . 3  o n l y  s l i g h t l y ,  w e  w i l l  d e s c r i b e  
h o w  t o  a l t e r  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  6 . 3 ,  r a t h e r  t h a n  w r i t e  o u t  t h e  c o m p l e t e  p r o o f .  
W e  b e g i n  w i t h  s e v e r a l  d e f i n i t i o n s  t o  b e  u s e d  i n  t h e  h y p o t h e s i s  a n d  p r o o f  o f  t h e  
p r o p o s i t i o n .  
A  s m o o t h  J o r d a n  a r c  i s  a  o n e - t o - o n e  f u n c t i o n  z ( t )  =  x ( t )  + i y ( t )  f r o m  ( 0 ,  
1 )  i n t o  C  s u c h  t h a t  J l z / d t
2  
e x i s t s  e v e r y w h e r e  i n  ( 0 , 1 ) .  I f K  ~ C  a n d  K  i s  c o m p a c t ,  
t h e n  J  i s  a n  e x p o s e d  a r c  o f  K  i f  t h e r e  e x i s t s  a n  o p e n  d i s k  ' D  s u c h  t h a t  ' D  n K  =  J  
a n d  J  i s  a  s m o o t h  J o r d a n  a r c .  
1 0  
D e f i n i t i o n  1 . 2 0 .  L e t  T  E  £ ( 1 - £ ) ,  C  b e  a n  e x p o s e d  a r c  o f  u ( T ) ,  V  b e  a n  o p e n  
d i s k  s u c h  t h a t  V  n  u ( T )  =  C  a n d  V
l  
a n d  V  
2  
b e  t h e  c o n n e c t e d  o p e n  s u b s e t s  o f  
V  s u c h  t h a t  V \ C  = V
l  
U  V  
2
•  L e t  f >  0 ,  k  b e  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  a n d  Z o  E  C .  
C  i s  e x p o s e d  t o  o r d e r  k  f r o m  b o t h  s i d e s  a t  Z o  f o r  T  i f  t h e r e  e x i s t s  A  >  0  a n d  t w o  
l i n e  s e g m e n t s  L
l  
a n d  L
2  
c o n t a i n i n g  Z o  s u c h  t h a t  L
l
\  { z o }  ~ V t ,  L
2
\ { Z o }  ~ V
2  
a n d  
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) \ { z o } .  
L e t  u s  a g r e e  t o  s a y  t h a t ,  f o r  k  a  p o s i t i v e  i n t e g e r ,  C  i s  e x p o s e d  t o  o r d e r  k  
f r o m  b o t h  s i d e s  f o r  T  i f  f o r  e v e r y  Z o  E  C ,  C  i s  e x p o s e d  t o  o r d e r  k  f r o m  b o t h  s i d e s  
a t  Z o  f o r  T .  
P r o p o s i t i o n  1 . 2 2 .  L e t  T  E  £ ( 1 - £ ) ,  k  >  0 a n d C  b e  a n  e x p o s e d  a r c  o f  u ( T ) .  
S u p p o s e  t h a t  C  i s  e x p o s e d  t o  o r d e r  k  f r o m  b o t h  s i d e s  f o r  T .  T  h a s  a  h y p e r i n v a r i a n t  
s u b s p a c e  N  s u c h  t h a t  u ( T I N )  ~ C - .  
P r o o f .  
A s  p r e v i o u s l y  m e n t i o n e d ,  t h e  p r o o f  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  h y p e r i n v a r i a n t  
s u b s p a c e  f o r  T  d i f f e r s  f r o m  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  6 . 3  i n  [ R - R 2 ]  o n l y  s l i g h t l y .  W e  
l i s t  t h e s e  d i f f e r e n c e s  b e l o w .  
1 .   I n  t h e  f i r s t  p a r a g r a p h ,  a s s u m e  t h a t  1 9 ' ( x ) 1  <  t a n ( 1 r / 5 )  r a t h e r  t h a n  1 9 ' ( x ) 1  <  
t a n  ( ; k ) .  
2 .   I n  t h e  s e c o n d  p a r a g r a p h ,  c o n s t r u c t  t h e  p o l y g o n  r  1  ( J )  u s i n g  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  
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I t  c a n  b e  e a s i l y  s e e n  t h a t  o n e  m a y  c o n n e c t  t h e  e n d p o i n t s  o f  L  
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a n d  t h e  
t w o  p o l y g o n a l  p a t h s  m e n t i o n e d  a b o v e .  
3 .   T h e  f u n c t i o n  m ( z )  i n  t h e  f i f t h  p a r a g r a p h  s h o u l d  b e  c h a n g e d  t o  m ( z )  =  ( z  -
A d k ( z  - A 2 ) k .  
4 .  T h e  s e c o n d  d i s p l a y e d  i n e q u a l i t y  i n  t h e  s i x t h  p a r a g r a p h  s h o u l d  b e  c h a n g e d  t o  
I I m ( w ) ( R
n  
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w h e r e  A  i s  a n  i n  ( 1 . 2 3 )  a n d  C  =  A s u p { l w  - A 2 1
k  
:  w E L l  U  L
2
} .  
5 .  T h e  s e v e n t h  p a r a g r a p h  s h o u l d  b e  o m i t t e d .  
6 .   T h e  f u n c t i o n  m ( z )  i n  t h e  e l e v e n t h  p a r a g r a p h  s h o u l d  b y  c h a n g e d  t o  m ( z )  =  
( z  - Z l ) k ( z  - Z 2 ) k .  
T h e s e  c h a n g e s  t o  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  6 . 3  i n  [ R - R 2 ]  c o m p l e t e  t h e  p r o o f  o f  
t h e  e x i s t e n c e  o f  a  h y p e r i n v a r i a n t  s u b s p a c e  N .  T h e  f a c t  t h a t  u ( T I N )  ~ C - f o l l o w s  
f r o m  P r o p o s i t i o n  6 . 2  o f  [ R - R 2 ] .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  1 . 2 2 .  
T h e  f o l l o w i n g  c o r o l l a r y  c o m b i n e s  P r o p o s i t i o n  1 . 2 2  a n d  t h e  R i e s z  D e c o m -
p o s i t i o n  T h e o r e m .  
1 2  
C o r o l l a r y  1 . 2 5 .  L e t  T  E  £ ( 1 i )  a n d C  b e  a n  e x p o s e d  a r c  o f a ( T ) U C .  I f a ( T ) n C  = f .  
< p  a n d  f o r  e v e r y  s u b s e t  X  o f  a ( T )  n C  w h i c h  i s  a  c o n n e c t e d  c o m p o n e n t  a n d  a n  a r c ,  
X  i s  e x p o s e d  t o  s o m e  o r d e r  f r o m  b o t h  s i d e s  f o r  T ,  t h e n  T  h a s  a  h y p e r i n v a r i a n t  
s u b s p a c e  N  s u c h  t h a t  a ( T I N )  ~ C - .  
P r o o f .  I f  a ( T )  n C  c o n t a i n s  a n  o p e n  a r c  X ,  t h e n  X  i s  a n  e x p o s e d  a r c  f o r  a ( T )  
a n d  P r o p o s i t i o n  1 . 2 2  i m p l i e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  s u b s p a c e  N  h y p e r i n v a r i a n t  f o r  T  
s u c h  t h a t  a ( T I N )  ~ X - ~ C - .  
S u p p o s e  t h a t  a ( T )  n  C  d o e s  n o t  c o n t a i n  a n y  a r c s .  L e t  z  :  ( 0 , 1 )  - +  C  b e  
a  p a r a m e t e r i z a t i o n  o f  C  a n d  Y  = z - 1 ( a ( T )  n C ) .  L e t  Y 2  E  Y .  S i n c e  a ( T )  n C  d o e s  
n o t  c o n t a i n  a n y  a r c s ,  Y  d o e s  n o t  c o n t a i n  a n y  a r c s  a n d  t h e r e  e x i s t  Y 1  E  ( 0 ,  Y 2 )  a n d  
Y 3  E  ( Y 2 '  1 )  b e  s u c h  t h a t  Y 1  ¢  Y  a n d  Y 3  ¢  Y .  
L e t  a 1  =  z ( [ Y t ,  Y 3 ] )  n a ( T )  a n d  a 2  =  a ( T ) \ a 1 .  T o  s e e  t h a t  a 2  i s  c l o s e d ,  
n o t e  t h a t  i f  ' [ )  i s  a n  o p e n  d i s k  s u c h  t h a t  ' [ )  n  ( a ( T )  U C )  = C ,  X
n  
E  a 2 ,  x  E  a 1  
a n d  X
n  
- +  x ,  t h e n  x  E  a ( T )  a n d  X
n  
E  ' [ )  f o r  n  s u f f i c i e n t l y  l a r g e .  B y  p a s s i n g  t o  a  
s u b s e q u e n c e  i f  n e c e s s a r y ,  Z - 1 ( X
n
)  c o n v e r g e  t o  a n  e l e m e n t  t o  a n d  s o  z ( t
o
)  =  x .  S i n c e  
Z - 1 ( X
n
)  E  ( 0 ,  Z 1 ]  U  [ Z 3 ,  1 ) ,  x  E ' [ )  a n d  z  i s  o n e - t o - o n e ,  t o  E  ( 0 ,  Z 1 ]  U  [ Z 3 '  1 )  a n d  
x  =  z ( t
o
)  E  z ( ( 0 ,  Z 1 ]  U [ Z 3 ,  1 ) )  n Z ( [ Z 1 '  Z 3 ] )  n a ( T )  =  z ( { z t ,  Z 3 } )  n a ( T )  = < p .  
T h i s  i s  a  c o n t r a d i c t i o n  a n d  s o  a 2  i s  c l o s e d .  T h e  R i e s z  D e c o m p o s i t i o n  t h e o r e m  
( [ R - R 2 ] ,  T h e o r e m  2 . 1 0  a n d  C o r o l l a r y  2 . 1 1 )  a p p l i e s  a n d  y i e l d s  a  s u b s p a c e  N  h y p e r -
i n v a r i a n t  f o r  T  s u c h  t h a t  a ( T I N )  ~ c - .  
T h e  f o l l o w i n g  c o r o l l a r y  f o l l o w s  f r o m  P r o p o s i t i o n s  1 . 1 5  a n d  1 . 1 7  a n d  C o r o l -
l a r y  1 . 2 5 .  
C o r o l l a r y  1 . 2 6 .  L e t  T  E  £ ( 1 i )  a n d  p  E  C [ x ,  y ] .  I f  p  i s  n o t  i d e n t i c a l l y  z e r o ,  
p ( T )  =  0 ,  C  i s  a n  e x p o s e d  a r c  o f  a ( T )  U  C  a n d  a ( T )  n C  i s  n o t  e m p t y ,  t h e n  T  h a s  
£1 
C h a p t e r  2  
R o s e n b l u m ' s  T h e o r e m ,  v o n  
N e u m a n n  a l g e b r a s ,  a n d  r o o t s  o f  
h e r e d i t a r y  p o l y n o m i a l s  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  c o n t i n u e  o u r  i n v e s t i g a t i o n  o f  r o o t s  o f  h e r e d i t a r y  p o l y -
n o m i a l s  v i a  a p p l i c a t i o n s  o f  R o s e n b l u m ' s  T h e o r e m  a n d  i n t r o d u c e  t h e  f a c t s  r e q u i r e d  
f r o m  t h e  t h e o r y  o f  v o n  N e u m a n n  a l g e b r a s  w h i c h  w i l l  b e  u s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  
L e t  H a n d  K  b e  H i l b e r t  s p a c e s ,  B  E  £ ( H ) ,  A  E  £ ( K )  a n d  p  E  C [ x ,  y ]  .  
L e t  < I >  A , B , 1 '  b e  t h e  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  o n  £ ( H ,  K )  d e f i n e d  b y  
( 2 . 1 )  
< I > A , B , 1 ' ( X )  =  L P I \ ( m , n ) A n X B
m  
,  X  E  £ ( H , K )  .  
m , n  
< I >  A , B , 1 '  i s  c l e a r l y  c o n t i n u o u s  ( i n  X )  a n d  a  t h e o r e m  o f  R o s e n b l u m ' s  ( [ R - R 2 ] '  L e m m a  
0 . 1 1  a n d  T h e o r e m  0 . 1 2 )  s h o w s  t h a t  
( 2 . 2 )  
U ( < I > A , B , 1 ' )  S ; ;  { p ( b , a )  :  b E  u ( B ) , a  E  u ( A ) } .  
N o t e  t h a t  i f  1 H  d e n o t e s  t h e  i d e n t i t y  m a p  o n  £ ( H ) ,  t h e n  < I > T * , T , 1 ' ( 1 H )  =  p ( T )  f o r  
T  E  £ ( H )  a n d  p  E  C [ x ,  y ]  a n d  t h a t  
( 2 . 3 )  
< I >  A , B , 1 ' + q ( X )  =  < I >  A , B , 1 ' ( X )  + < I >  A , B , q ( X ) ,  
( 2 . 4 )  
< I >  A , B , c 1 ' ( X )  =  c < I >  A , B  , 1 '  ( X )  
1 4  
1 5  
a n d  
( 2 . 5 )  
4 > A , B , p V ( X )  =  ( 4 ) B . , A . , p ( X * ) ) *  
w h e r e v e r  1 i  a n d  J C  a r e  H i l b e r t  s p a c e s ,  p  E  C [ x ,  y ] ,  q  E  C [ x ,  y ] ,  c  E  C ,  B  E  £ ( 1 i ) ,  
X  E  £ ( 1 i ,  J C )  a n d  A  E  £ ( J C ) .  
T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  u s e s  ( 2 . 2 )  t o  g i v e  a  c o n d i t i o n  o n  q  E  C [ x ,  y ]  
s u c h  t h a t  ( p q ) ( T )  =  0  i m p l i e s  p ( T )  =  0 ,  w h e r e  p  E  C [ x ,  y ]  a n d  T  E  £ ( 1 i ) .  
P r o p o s i t i o n  2 . 6 .  L e t  p  E  C [ x ,  y ] ,  q  E  C [ x ,  y ]  a n d  T  E  £ ( 1 i ) .  I f  ( p q ) ( T )  = 0  a n d  
q ( A , p )  = I  0  f o r  e v e r y  A , p  E  u ( T ) ,  t h e n  p ( T )  =  O .  
P r o o f .  S i n c e  p ( x , y ) q ( x , y )  =  L  q " ( m , n ) y n p ( x , y ) x
m  
,  P r o p o s i t i o n  1 . 2  i m p l i e s  
m , n  
t h a t  ( p q ) ( T )  =  4 > T . , T , q ( p ( T ) ) .  S i n c e  ( p q ) ( T )  =  0 , 0  E  U ( 4 ) T . , T , q )  o r  p ( T )  =  O .  B y  
( 2 . 2 ) ,  t h a t  f a c t  t h a t  u ( T * )  =  { j 7  :  p E  u ( T ) }  a n d  t h e  h y p o t h e s i s  o f  t h e  p r o p o s i t i o n ,  
o~ u ( 4 > T . , T , q ) .  T h e r e f o r e ,  p ( T )  =  0  a n d  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  2 . 6  i s  c o m p l e t e .  
I n  c o n t r a s t  t o  P r o p o s i t i o n  2 . 6 ,  t h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  s h o w s  t h a t  i f  T  
i s  a  r o o t  o f  p q  a n d  p ( T )  i s  b o t h  p o s i t i v e  a n d  i n v e r t i b l e ,  t h e n  u a p ( T )  ~ A
q  
( s e e  
D e f i n i t i o n  1 . 1 4 )  r a t h e r  t h a n  j u s t  u a p ( T )  ~ A
p q  
a s  g u a r a n t e e d  b y  P r o p o s i t i o n  1 . 1 2 .  
P r o p o s i t i o n  2 . 7 .  L e t  p  E  C [ x , y ] , q  E  C [ x , y ]  a n d  T  E  £ ( 1 i ) .  I f ( p q ) ( T )  = O , p ( T )  
i s  p o s i t i v e  a n d  p ( T )  i s  i n v e r t i b l e ,  t h e n  u a p ( T )  ~ A
q  
a n d  T  i s  s i m i l a r  t o  a  r o o t  o f  q .  
P r o o f .  L e t  S  =  p ( T ) t  a n d  R  =  S T S - l .  S i n c e  
T * n p ( T ) T
m  
=  S *  R * n  R
m  
S  
f o r  m  : 2 :  0 a n d  n  : 2 :  0 ,  
S * q ( R ) S  L :  q " ( m ,  n ) S * R * n R
m  
S  
m , n  
S * ( ( p q ) ( T ) ) S  
- o .  
1 6  
S i n c e  S  i s  i n v e r t i b l e ,  q ( R )  =  O .  B y  P r o p o s i t i o n  1 . 1 2 ,  0 " a p ( R )  ~ A q o  S i n c e  T  i s  
s i m i l a r  t o  R ,  O " a p ( T )  = O " a p ( R )  ~ A
q
•  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  2 . 7 .  
T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  a n d  ( 2 . 2 )  p r o v e  t h a t  o n e  c a n  c o m b i n e  p r o p e r t i e s  
o f  a  p o l y n o m i a l  i n  C [ x ,  y ]  a n d  f a c t s  i n v o l v i n g  t h e  s p e c t r u m  o f  a  r o o t  t o  s h o w  t h a t  
c e r t a i n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  a r e  a c t u a l l y  r e d u c i n g .  
P r o p o s i t i o n  2 . 8 .  L e t  p  E  C [ x ,  y ] ,  T  E  £ ( 1 i ) ,  { M , N }  b e a  p a i r o f  c o m p l i m e n t a r y  
i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  f o r  T  a n d  P I ,  P
2  
E  £ ( 1 i )  b e  t h e  i d e m p o t e n t s  d e f i n e d  b y  
P 1 ( m  + n )  =  m  
( 2 . 9 )   m E  M , n  E N .  
P
2  
( m  + n )  =  n  
I f  T  h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
( 2 . 1 0 )  
T=[~ ~]
 
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  Hilb~rt s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 i  =  M  E E l  M . 1  a n d  p ( T )  =  0 ,  t h e n  
( 2 . 1 1 )   
E = B Y - Y C ,  
( 2 . 1 2 )  
< I > c o , B , p ( Y * )  =  0  
a n d  
( 2 . 1 3 )   
< I > B o , c , p ( Y )  =  0  
w h e r e  Y  =  P M P 1 \ M . 1  a n d  P M  E  £ ( 1 i )  i s  t h e  o r t h o g o n a l  p r o j e c t i o n  o f 1 i  o n t o  M .  
P r o o f .  B y  ( 2 . 9 ) ,  P I  a n d  P
2  
h a v e  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m s  
( 2 . 1 4 )  
Pl=[~ ~] 
P , =  [~ - n   
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 i  =  M  E E l  M . 1 .  
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C o m p u t a t i o n  u s i n g  ( 2 . 1 0 )  a n d  ( 2 . 1 4 )  y i e l d s  
[
- Y k ]
N  = {  k  :  k  E  M . l }  a n d  
T J V  =  { [  (E-C~Y)l] : l E M ' } .  
S i n c e  N   i s  i n v a r i a n t  f o r  T ,  E  - B Y  =  - Y C .  T h e r e f o r e ,  ( 2 . 1 1 )  h o l d s .  
N o w ,  f o r  m  ~ 0 ,  c o m p u t a t i o n  u s i n g  ( 2 . 1 0 )  a n d  ( 2 . 1 1 )  y i e l d s  
m _  [ B m  B m Y - Y c m  ]
( 2 . 1 5 )  
T  -  .
o  c m  
T h e r e f o r e ,  c o m p u t a t i o n  u s i n g  ( 2 . 1 5 ) ,  ( 1 . 1 )  a n d  ( 2 . 1 )  y i e l d s  
p ( T )  = [  p ( B )  p ( B ) Y  - < P B * , c , p ( Y )  ]
( 2 . 1 6 )  
Y * p ( B )  - < P C * , B , p ( Y * )  *  
S i n c e  p ( T )  =  0 ,  p ( B )  =  0  a n d  ( 2 . 1 2 )  a n d  ( 2 . 1 3 )  h o l d .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  
P r o p o s i t i o n  2 . 8 .  
C o r o l l a r y  2 . 1 7 .  L e t  a  E C , b E  C ,  P  E  C [ x ,  y ] ,  T  E  £ ( 1 i )  a n d  { M , N }  b e  a  p a i r  
o f  c o m p l i m e n t a r y  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  f o r  T .  I f p ( T )  =  0  a n d  t h e  s e t  
( 2 . 1 8 )  ( ( A , p )  E  u ( T I M )  x  u ( T I N ) :  a p ( A , p )  + b p ( p , X )  =  O }  
i s  e m p t y ,  t h e n  M  = N . l  a n d  M  r e d u c e s  T .  
P r o o f .  L e t  T  h a v e  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  ( 2 . 1 0 )  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  
s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 i  = M  E B M . l  a n d  Y  b e  a s  i n  P r o p o s i t i o n  2 . 8 .  S i n c e  p ( T )  =  0 ,  
( 2 . 1 1 ) ,  ( 2 . 1 2 )  a n d  ( 2 . 1 3 )  h o l d .  B y  ( 2 . 3 ) ,  ( 2 . 4 ) ,  ( 2 . 5 ) ,  ( 2 . 1 2 )  a n d  ( 2 . 1 3 ) ,  
< P C * , B , a p H p V ( Y * )  =  O .  
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S i n c e  u ( C )  =  u ( T I N )  ( [ R - R ] ,  L e m m a  1 ) ,  ( 2 . 2 )  a n d  t h e  e m p t i n e s s  o f  t h e  s e t  o f  
( 2 . 1 8 )  i m p l i e s  Y  =  O .  B y  ( 2 . 1 1 ) ,  E  =  o .  T h u s  M  r e d u c e s  T  a n d  M  =  N l . ,  w h i c h  
c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  C o r o l l a r y  2 . 1 7 .  
N o t e  t h a t  i f  b o t h  a  =  1  a n d  b  =  0  o r  b o t h  a  =  0  a n d  b  =  1  ,  t h e n  t h e  s e t  
( 2 . 1 8 )  h a s   t h e  s i m p l e r  f o r m s  
{ ( A ,  p . )  E  u ( T I M )  x  u ( T I N )  :  p ( A ,  7 1 )  =  O }  
o r  
( ( A , p . )  E  u ( T I M )  x  u ( T I N ) :  p ( p . ,  X )  =  O }  .  
I f  p  =  p V ,  t h e n  t h e s e  t w o  s e t s  a r e  e q u a l .  A l s o  n o t e  t h a t  
{ ( A ,  p . )  E  u ( T I M )  x  u ( T I N )  :  p ( A ,  p . )  =  p ( p . ,  X )  =  O }  
i s  a  s u b s e t  o f  t h e  s e t  ( 2 . 1 8 ) .  
I f ,  i n  P r o p o s i t i o n  2 . 6 ,  P r o p o s i t i o n  2 . 7  a n d  C o r o l l a r y  2 . 1 7 ,  w e  r e p l a c e  " s p e c -
t r u m "  w i t h  " e s s e n t i a l  s p e c t r u m "  a n d  r o u g h l y  " e q u a l  t o  z e r o "  w i t h  " c o m p a c t " ,  t h e n  
t h r e e  n e w  s t a t e m e n t s  h o l d .  I f  T  i s  a n  o p e r a t o r ,  t h e n  u e ( T )  d e n o t e s  t h e  e s s e n t i a l  
s p e c t r u m  o f  T .  T h e s e  t h r e e  s t a t e m e n t s  m a y  b e  p r o v e n  u s i n g  e l e m e n t a r y  f a c t s  
c o n c e r n i n g  C a l k i n  a l g e b r a s  a n d  r e p r e s e n t a t i o n s  o f ,  a n d  s p e c t r a l  p e r m a n e n c e  f o r ,  
C " ' - a l g e b r a s  [ C ] .  W e  o m i t  t h e s e  p r o o f s .  
P r o p o s i t i o n  2 . 1 9 .  L e t  p  E  C [ x ,  y ] ,  q  E  C [ x ,  y ]  a n d  T  E  £ ( 1 £ ) .  I f  ( p q ) ( T )  i s  
c o m p a c t  a n d  q ( A ,  p . )  - # 0  f o r  e v e r y  A ,  p .  E  u e ( T ) , t h e n  p ( T )  i s  c o m p a c t .  
A n  o p e r a t o r  T  E  £ ( 1 £ )  i s  e s s e n t i a l l y  p o s i t i v e  i f  1 r ( T )  i s  p o s i t i v e  w h e r e  1 r  i s  
t h e  p r o j e c t i o n  o f  £ ( 1 £ )  i n t o  t h e  C a l k i n  a l g e b r a  o n  1 £ .  
P r o p o s i t i o n  2 . 2 0 .  L e t  p  E  C [ x ,  y ] ,  q  E  C [ x ,  y ]  a n d  T  E  £ ( 1 £ ) .  I f  ( p q ) ( T )  i s  
c o m p a c t ,  p ( T )  i s  e s s e n t i a l  p o s i t i v e  a n d  0  i s  n o t  i n  t h e  e s s e n t i a l  s p e c t r u m  o f  p ( T ) ,  
t h e n  t h e  e s s e n t i a l  s p e c t r u m  o f  T  i s  a  s u b s e t  o f  A
q
•  
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P r o p o s i t i o n  2 . 2 1 .  L e t  a  E .  C ,  b E  C ,  P  E  C [ x ,  y ] ,  1 i  b e  a  s e p a r a b l e  H i l b e r t  s p a c e ,  
T  E  £ ( 1 i )  a n d  { M , N }  b e  a  p a i r  o f  c o m p l i m e n t a r y  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  f o r  T .  I f  
p ( T )  i s  c o m p a c t  a n d  t h e  s e t  
( 2 . 2 2 )  
H A ,  p , )  E  u e ( T I M )  x  u e ( T I N )  :  a p ( A ,  p , )  + b p ( p "  ' X )  =  O }  
i s  e m p t y ,  t h e n  P M T I M l .  i s  c o m p a c t .  
P r o p o s i t i o n  2 . 8 ,  C o r o l l a r y  2 . 1 7  a n d  P r o p o s i t i o n s  2 . 2 0  a n d  2 . 2 2  a r e  r a t h e r  
r e s t r i c t i v e  s i n c e  t h e y  p r e s u p p o s e  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  p a i r  o f  c o m p l i m e n t a r y  i n v a r i a n t  
s u b s p a c e s .  F o r  e x a m p l e ,  i f  A  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  u ( A )  i s  n o t  c o n n e c t e d ,  t h e n  C o r o l -
l a r y  2 . 1 7  a n d  t h e  R i e s z  D e c o m p o s i t i o n  T h e o r e m  [ R - R 2 ]  i m p l y  ( w i t h o u t  r e f e r e n c e  
t o  t h e  s p e c t r a l  t h e o r e m )  t h a t  A  h a s  a  r e d u c i n g  s u b s p a c e .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  
A  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  u ( A )  i s  a n  i n t e r v a l ,  t h e n  C o r o l l a r y  2 . 1 7  d o e s  n o t  a p p l y .  I n -
d e e d ,  i f  o n e  h a d  a  n o n t r i v i a l  p a i r  o f  c o m p l i m e n t a r y  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  { M , N } ,  
t h e n  u ( T I M )  n  u ( T I N )  w o u l d  n o t  b e  e m p t y  a n d  i f  A  i s  i n  t h i s  i n t e r s e c t i o n ,  t h e n  
p (  A , ' X )  =  o .  
T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  i s  a n  i m p l i c a t i o n  o f  R o s e n b l u m ' s  T h e o r e m  a n d  
( t o g e t h e r  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  n e x t  c h a p t e r )  o v e r c o m e s  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  
d i f f i c u l t i e s .  
P r o p o s i t i o n  2 . 2 3 .  L e t  p  E  C [ x ,  y ] ,  1 i  a n d K  b e  H i l b e r t  s p a c e s ,  A  E  £ ( K ) ,  B  E  
£ ( 1 i )  a n d  s u p p o s e  t h a t  
{Nk}~l i s  a  s e q u e n c e  o f  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  f o r  B  s u c h  t h a t
( 2 . 2 4 )  
(U~l N
k  
) - =  1 i  
a n d  
( 2 . 2 5 )  f o r  e a c h  k  ~ 1 ,  p ( b ,  a )  : : / =  0  w h e n e v e r  a  E  u ( A )  a n d  b E  u ( B I N
k
)  •  
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I f  E  p l \ ( m , n ) A n X B m  =  0 ,  t h e n  X  =  O .  
m , n  
P r o o f .  I f  k  ; : : :  1 ,  t h e n  B  a n d  X  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m s  
( 2 . 2 6 )  
[  
B I N k  
B  =  0  
P N k
B 1 N t  
]  E  £ ( N
k
f f i N t )
P N ; B I N t  
a n d  
( 2 . 2 7 )  
X  =  [ X I N
k  
X \ N k . L ]  E  £ ( N
k
f f i N t , K ) .  
S i n c e  E p l \ ( m , n ) A n X B m  = 0 ,  w e  f i n d  t h a t  b y  u s i n g  ( 2 . 2 6 )  a n d  ( 2 . 2 7 ) ,  
L p l \ ( m , n ) A n ( x  I N k ) B ' ;  =  O .  
m , n  
B y  ( 2 . 2 5 )  a n d  ( 2 . 2 ) ,  X  I N k  =  O .  T h e r e f o r e ,  X ( N k )  =  { O J  f o r  a l l  k  ; : : :  1 .  T h u s ,  b y  
( 2 . 2 4 ) ,  X  =  O .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  2 . 2 3 .  
W e  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  c o r o l l a r y  w h i c h  w i l l  b e  u s e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r  
w i t h  a  f e w  f a c t s  f r o m  t h e  t h e o r y  o f  v o n  N e u m a n n  a l g e b r a s .  T h e  r e q u i r e d  r e s u l t  
i n v o l v i n g  v o n  N e u m a n n  a l g e b r a s  w i l l  b e  g i v e n  a f t e r  t h e  s t a t e m e n t  a n d  p r o o f  o f  t h e  
c o r o l l a r y .  I f  1 i  i s  a  H i l b e r t  s p a c e  a n d  X  ~ £ ( 1 i ) ,  t h e n  X '  d e n o t e s  t h e  c o m m u t a t o r  
o f  X ,  
X '  =  { R  E  £ ( 1 i )  :  R T  = T R  f o r  e a c h  T  E  X }  .  
L e t  X "  =  ( X ' ) '  a n d  X ' "  =  ( X " ) ' .  I t  i s  w e l l  k n o w n  t h a t  X  ~ X "  a n d  X '  =  X ' "  f o r  
a n y  s e t  X  ~ £ ( 1 i )  ( [ D ] , s e c t i o n  1 . 1 . 1 ) .  
C o r o l l a r y  2 . 2 8 .  L e t  A  E  £ ( / C ) ,  B  E  £ ( 1 i )  a n d  { N d  b e  a s  i n  ( 2 . 2 4 ) .  I f ,  f o r  e a c h  
k  ; : : :  1 ,  
( 2 . 2 9 )  
u ( A )  n u ( B I N
k
)  =  ¢ > ,  
t h e n  
( 2 . 3 0 )  { A E B  B , A *  E B  B * } '  =  { X  E B  Y :  X  E  { A , A * } '  a n d  Y E  { B , B * } ' }  
2 1  
a n d  
( 2 . 3 1 )  1  E e  0 , °E e  1  E  { A  E e  B ,  A *  E e  B * } '  n  { A  E e  B ,  A *  E e  B * } "  .  
P r o o f .  F o r  X  E  £ ( K ) ,  Y E  £ ( ' H ) ,  Z  E  £ ( K ,  ' H )  a n d  W E  £ ( ' H ,  K ) ,  
( 2 . 3 2 )  [~ nE  { A f f i B , A · f f i B T  
i f  a n d  o n l y  i f  
A X  = X A , B Y =  Y B , B W =  W A , Z B  =  A Z ,
( 2 . 3 3 )  
A * X  =  X A * , B * Y  =  Y B * , B * W  =  W A *  a n d  Z B *  =  A * Z .  
U s i n g  ( 2 . 2 9 )  a n d  a n  a p p l i c a t i o n  o f  P r o p o s i t i o n  2 . 2 3  t o  p ( x , y )  =  x  - y ,  
( 2 . 3 3 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  
( 2 . 3 4 )  
X  E  { A , A * } '  ,  Y E  { B , B * } ' ,  W  = ° a n d  Z  =  0 .  
T h e r e f o r e ,  ( 2 . 3 0 )  f o l l o w s .  
S i n c e  t h e  z e r o  a n d  i d e n t i t y  t r a n s f o r m a t i o n s  c o m m u t e  w i t h  e v e r y  o p e r a t o r ,  
1 E e O , O E e 1  E  { A E e B , A * E e B * } '  a n d  1 E e O  a n d O E e 1  c o m m u t e  w i t h  X E e Y w h e n e v e r  
X  E  { A , A * } '  a n d  Y  E  { B , B * } ' .  T h u s ,  b y  ( 2 . 3 0 ) ,  1 E e O , O E e 1  E  { A E e B , A * E e B * } " .  
T h e r e f o r e ,  ( 2 . 3 1 )  h o l d s .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  C o r o l l a r y  2 . 2 8 .  
W e  r e c a l l  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  a n d  t h e o r e m  f r o m  [ D ] .  
D e f i n i t i o n  2 . 3 5  [ D ] .  A  v o n  N e u m a n n  a l g e b r a  i n  ' H  i s  a  * - s u b a l g e b r a  A  o f £  ( ' H )  
s u c h  t h a t  A  =  A " .  T h e  c e n t e r  Z  o f  a  v o n  N e u m a n n  a l g e b r a  A  i s  A  n A ' .  A  f a c t o r  
i s  a  v o n  N e u m a n n  a l g e b r a  w h o s e  c e n t e r  i s  t h e  c o l l e c t i o n  o f  s c a l a r  m u l t i p l e s  o f  t h e  
i d e n t i t y .  
B e f o r e  c o n t i n u i n g ,  n o t e  t h a t  ( 2 . 3 0 )  o f  C o r o l l a r y  2 . 2 7  i m p l i e s  t h a t  { A  E e  
B ,  A *  E e  B * } "  i s  n o t  a  f a c t o r  ( u n d e r  t h e  s t a t e d  h y p o t h e s i s ) .  
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I n  s e c t i o n s  1 1 . 1 ,  1 1 . 2 ,  1 1 . 3 . 1 ,  1 1 . 3 . 2 ,  a n d  1 1 . 3 . 3  o f  [ D ]  ,  t h e  t h e o r y  o f  d i r e c t  
i n t e g r a l s  o f  H i l b e r t  s p a c e s ,  o p e r a t o r s  a n d  v o n  N e u m a n n  a l g e b r a s  i s  d e v e l o p e d .  
W e  s h a l l  n e e d  a  r e s u l t  f r o m  s e c t i o n  1 1 . 6 . 2  o f  [ D ] .  
T h e o r e m  2 . 3 6  [ D ] .  L e t  H  b e  a  s e p a r a b l e  c o m p l e x  H i l b e r t  s p a c e  a n d  A  b e  a  v o n  
N e u m a n n  a l g e b r a  i n  H .  T h e r e  e x i s t s  a  c o m p a c t  m e t r i z a b l e  s p a c e  Z ,  a  p o s i t i v e  
m e a s u r e  v  o n  Z  o f  s u p p o r t  Z ,  a  v - m e a s u r a b l e  f i e l d  (  - - +  H ( ( )  o f  n o n - z e r o  c o m p l e x  
H i l b e r t  s p a c e s  o v e r  Z ,  a  v - m e a s u r a b l e  f i e l d  (  - - +  A ( ( )  o f  f a c t o r s  i n  t h e  H ( ( ) ' s ,  
a n d  a  H i l b e r t  s p a c e  i s o m o r p h i s m  o f H  o n t o  f E B  H ( ( ) d v ( ( )  w h i c h  t r a n s f o r m s  A  i n t o  
f E B  A ( ( ) d v ( ( ) .  
C h a p t e r  3  
F a m i l i e s ,  M a x i m a l  I n v a r i a n t  
S u b s p a c e s  a n d  S e v e r a l  E x a m p l e s  
o f  R o o t s  
I t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  i f  T  E  £ ( ' H ) ,  K  i s  a  c o m p a c t  s u b s e t  o f  R a n d  M
o  
i s  
a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  o f  T  s u c h  t h a t  T I M
o
i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  u ( T I M
o
)  S ; ; ;  K ,  t h e n  
t h e r e  e x i s t s  a  s u b s p a c e  M  S ; ; ;  ' H  w h i c h  i s  m a x i m a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n d i t i o n s  
M
o  
S ; ; ;  M ,  M  i s  i n v a r i a n t  f o r  T ,  T I M  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  u ( T I M )  S ; ; ;  K .  I n  
t h i s  c h a p t e r ,  w e  g e n e r a l i z e  t h e  a b o v e  o b s e r v a t i o n  f r o m  t h e  c o n t e x t  o f  s e l f - a d j o i n t  
o p e r a t o r s  w h o s e  s p e c t r u m  l i e s  i n  a  p r e s c r i b e d  s e t  t o  t h e  m o r e  g e n e r a l  c o n t e x t  o f  
f a m i l i e s  o f  o p e r a t o r s  ( w h i c h  a r e  d e f i n e d  b e l o w )  a n d  s h o w  h o w  t h i s  r e s u l t  ( a n d  t h e  
r e s u l t s  o f  c h a p t e r s  o n e  a n d  t w o )  a l l o w  u s  t o  c l a s s i f y  
{ R :  p ( R )  =  O }  
f o r  m a n y  p o l y n o m i a l s  p .  W e  f i n i s h  t h e  c h a p t e r  b y  c l a s s i f y i n g  s u b n o r m a l  r o o t s .  
W e  n o w  s t a t e  t h e  d e f i n i t i o n  o f  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  f r o m  [ A g l ]  o r  [ A g 8 ] .  
D e f i n i t i o n  3 . 1 .  L e t : F  b e  a  c o l l e c t i o n  o f  o p e r a t o r s .  : F  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  i f  
( 3 . 2 )  E B  T
O I  
E  : F  w h e n e v e r  I  i s  a n  i n d e x  s e t  a n d  T
O I  
E  : F  f o r  e v e r y  a  E  I  
O l E !  
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7 f ' ( T )  E  : F  w h e n e v e r  H  i s  a  H i l b e r t  s p a c e ,  T  E  : F  n  £ ( H ) ,  K ,  i s  a  H i l b e r t  
( 3 . 3 )  
s p a c e  a n d  7 f '  :  £ ( H )  ~ £ ( K , )  i s  a  u n i t a l  *  - r e p r e s e n t a t i o n  
a n d  
( 3 . 4 )  T I M  E  : F  w h e n e v e r  T  E  : F  a n d  M  i s  a n  i n v a r i a n t  s u s p a c e  f o r  T .  
I f : F  i s  a  c o l l e c t i o n  o f  o p e r a t o r s  s a t i s f y i n g  ( 3 . 2 )  ( ( 3 . 3 )  o r  ( 3 . 4 ) ) ,  t h e n  w e  s a y  
t h a t  : F  i s  c l o s e d  w i t h  r e s p e c t  t o  d i r e c t  s u m s  ( u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n s  o r  r e s t r i c t i o n s  
t o  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s ,  r e s p . ) .  
B e f o r e  c o n t i n u i n g ,  w e  m a k e  t w o  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  f a m i l i e s  o f  o p e r a t o r s .  
L e t  : F  b e  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s .  : F  i s  b o u n d e d  ( i . e . ,  s u p { I I R I I  :  R  E  : F }  <  ( 0 )  
s i n c e  : F  i s  c l o s e d  w i t h  r e s p e c t  t o  d i r e c t  s u m s .  : F  i s  c l o s e d  u n d e r  c o n j u g a t i o n  b y  
H i l b e r t  s p a c e  i s o m o r p h i s m s  ( i . e . ,  U * T U  E  : F  w h e n e v e r  H  a n d  K ,  a r e  H i l b e r t  s p a c e s ,  
T  E  £ ( K , )  n : F  a n d  U  E  £ ( H ,  K , )  i s  a  H i l b e r t  s p a c e  i s o m o r p h i s m )  s i n c e  : F  i s  c l o s e d  
u n d e r  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n s  a n d  7 f ' ( X )  =  U * X U  f o r  X  E  £ ( K , )  i s  a  u n i t a l  * ­
r e p r e s e n t a t i o n  i f  U  E  £ ( H ,  K , )  i s  a  H i l b e r t  s p a c e  i s o m o r p h i s m .  
W e  n o w  g i v e  a  s h o r t  l i s t  o f  e x a m p l e s  t o  i l l u s t r a t e  t h e  c o n c e p t  o f  a  f a m i l y  
o f  o p e r a t o r s .  F o r  a  l o n g e r  l i s t  o f  e x a m p l e s  a n d  m o r e  f a c t s  c o n c e r n i n g  f a m i l i e s ,  s e e  
[ A g 8 ] .  
E x a m p l e  3 . 5  F o r  a  2  0 ,  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  { R :  R  i s  s u b n o r m a l  a n d  I I R I I  $  a }  
i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s .  
E x a m p l e  3 . 6  F o r  a  2  0  a n d  I <  a  p o l y n o m i a l l y  c o n v e x  s u b s e t  o f  C ,  t h e  f a c t  t h a t  
{ R  :  R  i s  s u b n o r m a l ,  I I R I I  $  a ,  a n d  a ( R )  ~ I < }  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  f o l l o w s  
f r o m  t h e  f a c t s  t h a t  b o t h  a ( R I M )  i s  a  s u b s e t  o f  t h e  p o l y n o m i a l l y  c o n v e x  h u l l  o f  
a ( R )  w h e n e v e r  R  i s  a n  o p e r a t o r  a n d  M  i s  a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  R  a n d  t h e  
w e l l - k n o w n  e q u a l i t y  
I I ( R - > . t 1 1 1 =  1  
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w h e r e  A f j .  u ( R )  a n d  d i s t ( A ,  u ( R ) )  d e n o t e s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  A  a n d  u ( R ) .  
E x a m p l e  3 . 7  I f  w e  r e p l a c e  t h e  w o r d  " s u b n o r m a l "  w i t h  " h y p o n o r m a l "  i n  E x a m p l e s  
3 . 5  a n d  3 . 6 ,  t h e n  t h e  r e s u l t i n g  c o l l e c t i o n s  a r e  f a m i l i e s .  
E x a m p l e  3 . 8  F o r  u  ~ 0  a n d  p  E  C [ x ,  y ] ,  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  
( 3 . 9 )  
{ R :  p ( R )  =  0  a n d  I I R I I : 5  u }  
i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s .  
E x a m p l e  3 . 1 0  T h e  c o l l e c t i o n  
: F  =  { R  :  I I R I I  : 5  1  a n d  u ( R )  = { O n  
i s  n o t  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s .  I n d e e d ,  i f  S  i s  t h e  u n i l a t e r a l  s h i f t  o n  H a r d y  s p a c e ,  H 2 ,  
a n d  M  
n  
i s  t h e  s p a n  o f  { l ,  . . .  , z n } ,  t h e n  M  
n  
i s  i n v a r i a n t  f o r  S * ,  S * I M
n  
E : F  b u t  
0 0  
€ a  ( S * I M
n
)  f j .  : F ,  s i n c e  i t s  s p e c t r u m  i s  n o t  { O } .  
n = 1  
T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  d e s c r i b e s  a  k e y  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  E x a m p l e s  3 . 6  
a n d  3 . 1 0 .  F o r  a  f a m i l y  o f  ? p e r a t o r s  : F  a n d  K  a  p o l y n o m i a l l y  c o n v e x  s u b s e t  o f  C  ,  
l e t  
( 3 . 1 1 )  
: F K  =  { R :  R  E : F  a n d  u ( R )  ~ K } .  
A s  i l l u s t r a t e d  b y  E x a m p l e  3 . 1 0 ,  : F K  n e e d  n o t  b e  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s .  
P r o p o s i t i o n  3 . 1 2 .  L e t : F  b e  a  f a m i l y  o f o p e r a t o r s  a n d  K  b e  a  p o l y n o m i a l l y  c o n v e x  
s u b s e t  o f  C .  : F K  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  i f  a n d  o n l y  i f  
( 3 . 1 3 )  
s u p { I I ( R  - " ' t I l l :  R E  : F K }  <  0 0  
f o r  e v e r y  A  f j .  K . 
  
P r o o f .  S u p p o s e  : F K  i s  a  f a m i l y  a n d  ( 3 . 1 3 )  d o e s  n o t  h o l d .  T h e r e  e x i s t  A  f j .  K  a n d 
  
0 0  
R n  E : F  s u c h  t h a t  I I ( R n  - " ' t I l l  ~ n  f o r  e a c h  n  ~ 1 .  L e t  R  =  € a  R
n  
.  S i n c e : F K  i s  
n = 1  
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a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s ,  R E F K  a n d  s o  > .  F t  u ( R ) .  B u t  
I I ( R  - > . ) - 1 1 1  ; : : :  I I ( R
n  
- > . ) - 1 1 1  ; : : :  n  
f o r  e a c h  n  ; : : :  1  w h i c h  c o n t r a d i c t s > .  F t  u ( R ) .  T h e r e f o r e ,  i f F K  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s ,  
t h e n  ( 3 . 1 3 )  h o l d s .  
S u p p o s e  n o w  t h a t  ( 3 . 1 3 )  h o l d s .  S i n c e  F  i s  a  f a m i l y  a n d  u ( 7 I " ( R ) )  ~ u ( R )  
f o r  a n y  o p e r a t o r  R  E  £ ( H )  a n d  a n y  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n  7 1 " ,  F K  i s  c l o s e d  w i t h  
r e s p e c t  t o  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n s .  S i n c e  F  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  a n d  K  i s  
p o l y n o m i a l l y  c o n v e x ,  F  i s  c l o s e d  w i t h  r e s p e c t  t o  r e s t r i c t i o n s  t o  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s .  
T o  s h o w  t h a t  F K  i s  c l o s e d  w i t h  r e s p e c t  t o  d i r e c t  s u m s ,  l e t  I  b e  a n  i n d e x  s e t ,  
T
O I  
E  F K  n  £ ( H
O I  
)  f o r  e a c h  Q  E  I  a n d  T  =  € a  T
O I  
E  £ (  € a  H O I ) '  S i n c e  F  i s  a  f a m i l y ,  
O I E I  O I E I  
T  E  F .  N o w ,  l e t > .  F t  [ (  a n d  
M  =  s u p { I I ( R  - > . t
1  
1 1  :  R  E  F K }  .  
S i n c e > .  F t  u ( T
O I  
)  f o r e a c h  Q  E  I ,  T  - > .  i s  i n j e c t i v e .  S i n c e  ( 3 . 1 3 )  h o l d s ,  M  <  0 0  a n d  
€ a  ( T
O I  
- > , ) - 1  i s  b o u n d e d .  S i n c e  
O I E I  
( T  - > . )  ( E B ( T
O I  
- > . t
1
)  =  1 ,  
O I E I  
T  - > .  i s  o n t o .  S i n c e  T  - > .  i s  o n e - t o - o n e ,  o n t o  a n d  l i n e a r ,  T  - > .  i s  i n v e r t i b l e  b y  t h e  
o p e n  m a p p i n g  t h e o r e m .  T h e r e f o r e ,  u ( T )  ~ K  a n d  T  E  F  K .  T h u s ,  i f  ( 3 . 1 3 )  h o l d s ,  
t h e n  F K  i s  a  f a m i l y .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  3 . 1 2 .  
B e f o r e  p r o c e e d i n g  t o  t h e  f i r s t  m a i n  r e s u l t  o f  t h i s  c h a p t e r  ( T h e o r e m  3 . 1 6 )  
w e  n e e d  t h e  f o l l o w i n g  u n p u b l i s h e d  r e s u l t  o f  J i m  A g l e r .  W e  s a y  t h a t  a  c o l l e c t i o n  o f  
o p e r a t o r s  i s  c l o s e d  i n  t h e  s t r o n g  o p e r a t o r  t o p o l o g y  ( S O T )  i f  T  E  F  w h e n e v e r  T
O I  
i s  
a  n e t  c o n v e r g i n g  t o  T  i n  t h e  s t r o n g  o p e r a t o r  t o p o l o g y  a n d  T
O I  
E  F  f o r  e a c h  Q .  
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P r o p o s i t i o n  3 . 1 4 .  I f : F  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s ,  t h e n  : F  i s  c l o s e d  i n  t h e  s t r o n g  
o p e r a t o r  t o p o l o g y .  
P r o o f .  L e t  : F  b e  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s ,  ' H  b e  a  H i l b e r t  s p a c e  a n d  { R
a
}  b e a  n e t  
i n  : F  n  £ ( ' H )  c o n v e r g i n g  t o  R  E  £ ( ' H )  i n  t h e  s t r o n g  o p e r a t o r  t o p o l o g y .  W e  w i s h  t o  
s h o w  t h a t  R  E  : F .  
0 0  
B y  T h e o r e m  2 . 6  o f  [ A g 2 ] ,  t h e r e  e x i s t s  a  c o l l e c t i o n  X  ~ U  c n , n  \ 8 )  C [ x ,  y ]  
n = 1  
s u c h  t h a t  T  E  : F  i f  a n d  o n l y  i f  p ( T )  ~ 0  f o r  e v e r y  p E S .  T h e r e f o r e ,  w e  n e e d  
o n l y  s h o w  p ( R )  ~ 0  f o r  e v e r y  p E S .  T h i s  w i l l  f o l l o w  b y  a  d e m o n s t r a t i o n  t h a t  
p ( R
a
)  c o n v e r g e s  t o  p ( R )  i n  t h e  w e a k  o p e r a t o r  t o p o l o g y  ( W O T )  f o r  e v e r y  p  E  
U c n , n  \ 8 )  C [ x ,  y ] .  
n = 1  
F o r  p  E  C [ x , y ]  a n d  h ,  k  E  ' H ,  n o t e  t h a t  
( p ( R a ) h ,  k )  L  p A ( m ,  n ) ( R :
n
R ' : h ,  k )  
m , n  
L p A ( m ,  n ) ( R ' :  h ,  R~k) 
m , n  
- )  L p A ( m , n ) ( W h ,  R n k )  
m , n  
- ( p ( R ) h ,  k )  .  
T h e r e f o r e ,  
( 3 . 1 5 )  p ( R
a
)  - - - +  p ( R )  i n  W O T ,  p  E  C [ x ,  y ]  .  
F i x  N  ~ 1  a n d  B  a  b a s i s  o f  C N .  L e t  p  E  C N , N  \ 8 )  C [ x ,  y ] .  T h e r e  e x i s t  
K  ~ 1 ,  M "  E  C N , N  f o r  1  : : ;  k  : : ;  K  a n d  p "  E  C [ x , y ]  f o r  1  : : ;  k  : : ;  K  s u c h  t h a t  
K  
p  =  E  M "  \ 8 )  p " .  F o r  h  = E  b \ 8 )  h
b
a n d  m =  E  b \ 8 )  m b  i n  C
N
®  ' H ,  
" = 1  b E B  b E B 
  
( p ( R a ) h ,  m ) -
L  ( M "  \ 8 )  p , , ( R a ) b
l  
\ 8 )  h
b l  
, b
2  





L  ( M " b I ,  b
2
) ( p "  ( R
a
) h
b l l  
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- - - + 	  : L  ( M k b l , b 2 ) ( P k ( R ) h b l l m b 2 )  
( 3 . 1 5 )  
k , b
1  
, b 2  
( p ( R ) h , m )  .  
T h u s  p ( R
a
)  c o n v e r g e s  t o  p ( R )  i n  t h e  w e a k  o p e r a t o r  t o p o l o g y .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e 
  
p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  3 . 1 4 . 
  
T h e o r e m  3 . 1 6 .  L e t  F  b e  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  a n d  T  E  £ ( 1 - £ ) . 
  
( a ) 	  I f  M
o
i s  a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  o f  T  s u c h  t h a t  T \ M
o  
E  F ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  
M  ~ 1 - £  s u c h  t h a t  M  
o  
~ M  a n d  i s  m a x i m a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n d i t i o n s  
t h a t  M  i s  a  s u b s p a c e  o f  H ,  M  i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  T I M  E  F .  
( b ) 	  I f  I  i s  a  t o t a l l y  o r d e r e d  s e t ,  { M a } a E I  i s  a  c o l l e c t i o n  o f  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  o f  
T  s u c h  t h a t  T I M  
a  
E  F  f o r  e a c h  0 '  E  I  a n d  s u c h  t h a t  M  
a  
~ M f 3  w h e n e v e r  
0 ' , ( 3  E  I  a n d  0 '  . $  ( 3 ,  t h e n  M=  ( U  M a )  - i s  a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  T  
a E I  
a n d  T I M  E  F .  
P r o o f .  
N o t e  t h a t  ( a )  f o l l o w s  f r o m  ( b )  b y  a n  a p p l i c a t i o n  o f  Z o r n ' s  L e m m a .  T o  
p r o v e  ( b ) ,  l e t  I  a n d  M
a  
b e  a s  i n  t h e  s t a t e m e n t  o f  t h e  t h e o r e m .  W e  f i r s t  s h o w  t h e  
t e c h n i c a l  f a c t  t h a t  t h e r e  e x i s t s  A  E  C  s u c h  t h a t  A 1 . 7  E  F  f o r  e v e r y  H i l b e r t  s p a c e  
. 7  ( w h e r e  1 . 7  i s  t h e  i d e n t i t y  o n  . 7 ) .  L e t  0 ' 0  E  I  a n d  A  E  O ' a p ( T I M  
a o  
) .  L e t  K .  b e  
a  H i l b e r t  s p a c e  a n d  7 r  :  £ ( M  
a o  
)  - - - +  £ ( K . )  b e  a  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n  s a t i s f y i n g  
( 1 . 1 3 ) .  L e t . N  b e  a  o n e  d i m e n s i o n a l  s u b s p a c e  o f  k e r ( 7 r ( T I M  
a o  
)  - A ) .  S i n c e  e v e r y  
H i l b e r t  s p a c e  i s  u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  t h e  d i r e c t  s u m  o f  c o p i e s  o f  . N  a n d  F  i s  a  
f a m i l y  o f  o p e r a t o r s ,  A 1 . 7  E  F  f o r  e v e r y  H i l b e r t  s p a c e  . 7 .  
L e t 	  t h e  s e t  
s  =  { M  :  M  i s  a  s u b s p a c e  o f  1 - £ ,  M  i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  T I M  E  F }  
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b e  o r d e r e d  b y  i n c l u s i o n .  N o t e  t h a t  { M a } a E I  i s  a  t o t a l l y  o r d e r e d  c h a i n  i n  S .  S e t  
M  =  ( U  M a ) - .  S i n c e  { M
a
}  i s  a  c h a i n  i n  S , M  i s  a  s u b s p a c e  o f  1 - l  a n d  M  i s  
a E I  
i n v a r i a n t  f o r  T .  T o  s h o w  t h a t  T I M  E  F ,  l e t  T
a  
E  £ ( 1 - l )  b e  d e f i n e d  b y  
T
a  
=  ( T I M a )  E B  ( A I M e M J  .  
N o t e  t h a t  T
a  
E  F  a n d  
( 3 . 1 7 )  
T o c h  ~ T h  f o r  h  E U M
a
.  
a E I  
S i n c e  s u p { I I T a l l  :  Q E  I }  <  0 0 ,  ( 3 . 1 7 )  i m p l i e s  t h a t  T
a  
c o n v e r g e s  t o  T I M  i n  t h e  
s t r o n g  o p e r a t o r  t o p o l o g y .  B y  P r o p o s i t i o n  3 . 1 4 ,  T I M  E  F .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  
p r o o f  o f  T h e o r e m  3 . 1 6 .  
N o w ,  i f  F  i s  a  f a m i l y ,  T  E  F ,  I <  i s  a  p o l y n o m i a l l y  c o n v e x  s u b s e t  o f  C ,  F  K  
i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  a n d  M  i s  a  m a x i m a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  T  s u c h  t h a t  
T I M  E  F K  ( v i a  T h e o r e m  3 . 1 6 ) ,  t h e n  o n e  c a n  i n v e s t i g a t e  t h e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  
I < ,  T  a n d  u ( P M J . T I M . 1 ) .  T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  s h o w s  t h a t  i f  C  i s  a n  e x p o s e d  
a r c  o f  u ( T )  s a t i s f y  t h e  h y p o t h e s i s  o f  P r o p o s i t i o n  1 . 2 2 ,  t h e n  u ( P M J . T I M . 1 )  n C  =  4 > .  
W e  b e g i n  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a .  
L e m m a  3 . 1 8 .  I f T  E  £ ( 1 - l ) ,  I <  i s  c o m p a c t ,  M  i s  a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  T  a n d  
u ( T I M )  ~ I < ,  t h e n  u ( P M J . T I M . 1 ) \ I <  =  u ( T ) \ I <  .  
P r o o f .  
L e t  T  h a v e  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
( 3 . 1 9 )  
T = [ T o  E ]
o  T
1  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 - l  =  M  E B  M . 1 .  
L e t  A  f / .  I < .  S i n c e  u ( T
o
)  ~ I < ,  T o  - A i s  i n v e r t i b l e .  B y  ( 3 . 1 9 ) ,  T *  - X h a s  
t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
T *  _ 1 =  [  T j *  - X  E *  ]
( 3 . 2 0 )  
o  T o - X  
3 0  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 - £  =  M . L  f f i  M .  B y  P r o b l e m  7 1  
o f  [ H a J  a n d  ( 3 . 2 0 ) ,  T *  - X  i s  i n v e r t i b l e  i f  a n d  o n l y  i f  T i  - X  i s  i n v e r t i b l e .  T h u s ,  
u ( T d \ K  = u ( T ) \ K .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  L e m m a  3 . 1 8 .  
P r o p o s i t i o n  3 . 2 1 .  L e t : F  b e  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s ,  T  E  : F  n  £ ( 1 - £ )  a n d  K  b e  a  
p o l y n o m i a l l y  c o n v e x  s u b s e t  o f  C .  S u p p o s e  t h a t  : F K  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  a n d  
C  i s  a  s u b s e t  o f  K  s u c h  t h a t  C  i s  a n  e x p o s e d  a r c  o f  u ( T )  U  K ,  u ( T )  n  C  ¥ - < / >  a n d  
f o r  e v e r y  c o n n e c t e d  c o m p o n e n t  X  o f  u ( T )  n  C ,  X  i s  e x p o s e d  t o  s o m e  o r d e r  f r o m  
b o t h  s i d e s  f o r  T .  H  M  i s  a  s u b s p a c e  o f  1 - £  m a x i m a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n d i t i o n s  
t h a t  M  i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  T I M  E  : F K ,  t h e n  u ( P M . L T I M . L ) \ I {  =  u ( T ) \ K  a n d  
u ( P M . L T I M . L )  n  C  =  < / > .  
P r o o f .  T h e  f i r s t  c l a i m  f o l l o w s  f r o m  L e m m a  3 . 1 8 .  
I f  M  = 1 - £ ,  t h e n  t h e  s e c o n d  s t a t e m e n t  h o l d s  t r i v i a l l y .  S u p p o s e  t h a t  M  ¥ ­
1 - £  a n d  u ( P M . 1 . T I M . L )  n  C  ¥ - < / > .  L e t  T  h a v e  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
( 3 . 2 2 )  T  =  [ T o  E ]
o  T
1  
w i t h  r e s p e c t  t o  1 - £  = =  M  f f i  M . L .  L e t  V  b e  a n  o p e n  d i s k  s u c h  t h a t  
( 3 . 2 3 )  
V  n  ( u ( T )  U  K )  =  C .  
B y  L e m m a  3 . 1 8 ,  
V  n  ( u ( T )  U  K )  = V  n  ( u ( T ) \ K  U K )  = =  V  n  ( u ( T
1
) \ K  U K )  = V  n  ( u ( T I )  U  K ) .  
T h e r e f o r e ,  C  i s  a n  e x p o s e d  a r c  o f  u ( T I )  U  K .  
F o r . \  E  V \ C ,  . \  r t  K  s i n c e  K  n  V  ~ ( K  U  u ( T ) )  n  C  =  C .  T h e r e f o r e ,  b y  
L e m m a  3 . 1 8 ,  
( T o  - . \ ) - 1  - ( T o  - . \ ) - 1 E ( T
1  
- . \ ) - 1  ]  
I I ( T  - . \ t
1  
1 1  = =  
2 :  I I ( T
1




o  ( T
1  
- . \ ) - 1  
   
3 1  
a n d  s o  e v e r y  c o n n e c t e d  c o m p o n e n t  X  o f  a ( T
1
)  n  C  w h i c h  i s  a l s o  a n  a r c  i s  e x p o s e d  
t o  s o m e  o r d e r  f r o m  b o t h  s i d e s  f o r  T I l  s i n c e  e a c h  s u c h  X  i s  c o n t a i n e d  i n  a  c o n n e c t e d  
c o m p o n e n t  o f  a ( T )  n  C .  S i n c e  a ( P M . J . T I M J . )  n  C  = I  < P ,  C o r o l l a r y  1 . 2 5  a p p l i e s  a n d  
t h e r e  e x i s t s  a  n o n z e r o  s u b s p a c e  N  o f  M J .  i n v a r i a n t  f o r  T
1
s u c h  t h a t  a ( T 1 I N )  ~ C - .  
B u t  t h e n  M  E B  ( N  E B  { O } )  i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  a ( T I ( M  f f i  ( N  f f i  { O }  ) ) )  ~ a ( T
o
)  U  
a ( T 1 I N )  ~ K .  T h u s  T I ( M  E B  ( N  E B  { O } ) )  E  : F K ,  c o n t r a d i c t i n g  t h e  m a x i m a l i t y  o f  
M .  T h e r e f o r e ,  a ( P M . J . T I M J . )  n  C  =  < p .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  
3 . 2 1 .  
W e  n o w  i l l u s t r a t e  t h e  u s e  o f  t h e  a b o v e  r e s u l t s  t o  s o l v e  t h e  e q u a t i o n  p ( T )  =  
o f o r  T  f o r  a  p a r t i c u l a r  p  E  C [ x , y ] .  A  s i m i l a r  a p p r o a c h  c a n  b e  u s e d  t o  d e d u c e  t h e  
r o o t s  o f  o t h e r  p o l y n o m i a l s  p .  I f  T  E  £ ( ' H ) ,  t h e n  a c ( T )  w i l l  d e n o t e  t h e  c o m p r e s s i o n  
s p e c t r u m  o f  T  ( i . e . ,  A  s u c h  t h a t  . x  i s  a n  e i g e n v a l u e  o f  T * ) .  
E x a m p l e  3 . 2 4  L e t  r  <  s  <  t  a n d  p ( x , y )  =  ( x ; i Y  - r )  ( x ; i 1 !  - s )  ( x ; i 1 !  - t )  .  I f  
T  E  £ ( ' H )  a n d  p ( T )  =  0 ,  t h e n ,  b y  P r o p o s i t i o n  1 . 1 2 ,  t h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  
o f  T  i s  a  s u b s e t  o f  
( 3 . 2 5 )  
{ A  E  C :  I m ( A )  E  { r , s , t } }  .  
S i n c e  e v e r y  c o m p a c t  s u b s e t  o f  t h e  s e t  o f  ( 3 . 2 5 )  i s  p o l y n o m i a l l y  c o n v e x ,  t h e  s p e c t r u m  
o f  T  l i e s  i n  t h e  s e t  o f  ( 3 . 2 5 ) .  B y  P r o p o s i t i o n  2 . 6 ,  i f  { I m ( A ) :  A  E  a ( T ) }  = { r }  ( { s } ,  
{ t } ,  r e s p . ) ,  t h e n  T - r i  ( T - s i ,  T - t i ,  r e s p . )  i s  s e l f - a d j o i n t .  T h e r e f o r e ,  b y  t h e  R i e s z  
D e c o m p o s i t i o n  T h e o r e m  a n d  L e m m a  1  o f  [ R - R ]  t h e r e  e x i s t  s u b s p a c e s  M  
o
,  M  
1  
a n d  
M
2  
o f ' H  s u c h  t h a t  M  
o  
E B  M
1  
E B  M
2  
= ' H  a n d  T  h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r  
A  + s i  £ 1  £ 2 ]
( 3 . 2 6 )  
T  = 0  A l  + r i  F
1  
[  
o  0  A
2  
+ t i  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  ' H  = M  
o  
E B  M
1  
E B  M  
2  
w h e r e  A
o  
3 2  
i s  s e l f - a d j o i n t ,  A l  i s  s i m i l a r  t o  a  s e l f - a d j o i n t  o p e r a t o r  a n d  A
2  
i s  s i m i l a r  t o  a  s e l f ­
a d j o i n t  o p e r a t o r .  N o t e  t h a t  M  
o
,  M  
I  
o r  M
2  
m a y  b e  { O } .  I n  f a c t ,  M  
o  
=  { O }  i f  a n d  
o n l y  i f  u ( T )  n  ( R  +  i t )  =  < / J  a n d  i n  t h i s  c a s e  t h e  b l o c k  d e c o m p o s i t i o n  o f  ( 3 . 2 6 )  i s  
e q u i v a l e n t  t o  t h i s  b l o c k  m a t r i x  w i t h  t h e  f i r s t  r o w  a n d  c o l u m n  r e m o v e d .  A n a l o g o u s  
r e l a t i o n s  b e t w e e n  M  
I  
=  { O } ,  u ( T )  n  ( R  + i r )  =  < / J  a n d  t h e  r e m o v a l  o f  t h e  s e c o n d  
r o w  a n d  c o l u m n  h o l d s  ( a s  w e l l  a s  a  t h i r d  s e t  o f  r e l a t i o n s ) .  T h e s e  " s p e c i a l "  c a s e s  
d o  n o t  c h a n g e  a n y  o f  t h e  a r g u m e n t s  o f  t h i s  p a p e r .  F o r  e x a m p l e ,  i f  w e  c o n c l u d e  
E
I  
=  0  s o m e h o w ,  t h i s  i s  a l s o  t r u e  i f  M
o  
=  { O }  o r  M  
I  
=  { O }  a s  i n  t h e s e  c a s e s  
£ ( M
I
,  M  
o
)  =  { O } .  
B y  a p p l y i n g  P r o p o s i t i o n  2 . 1 7  t o  T  w i t h  a  =  1 ,  b  =  0  a n d  a  c o m p l i m e n t a r y  
p a i r  o f  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  { M o , N
o
}  ( N o ' s  e x i s t e n c e  i s  g u a r a n t e e d  b y  t h e  R i e s z  
D e c o m p o s i t i o n  T h e o r e m )  f o r  T  i m p l i e s  t h a t  M
o  
r e d u c e s  T ,  E
I  
=  0  a n d  E
2  
=  O .  
T h u s  A l  i s  s e l f - a d j o i n t .  
T h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  w i l l  b e  f i n i s h e d  i f  w e  c a n  f u l l y  
u n d e r s t a n d  t h e  l o w e r  r i g h t  2  b y  2  s u b - b l o c k  m a t r i x  o f  ( 3 . 2 6 ) .  T h e r e  a r e  t w o  d i f f e r e n t  
c a s e s .  
A s  a  f i r s t  c a s e ,  n o t e  t h a t  i f  s  - r #  t  - S ,  t h e n  a n  a p p l i c a t i o n  o f  P r o p o s i t i o n  
2 . 1 7  t o  T I (  { O }  E D M I E B M
2
)  w i t h  a  = 1 ,  b  = 0  a n d  a  c o m p l i m e n t a r y  p a i r  o f  i n v a r i a n t  




)  ( M
I
+ , N I  = { O }  E D M
I
E D  M  
2
)  y i e l d s  
F
I  
=  0  a n d  s o  T  i s  n o r m a l .  
T h e  r e m a i n i n g  c a s e  i s  w h e n  s  - r =  t  - s .  T o  m o t i v a t e  t h e  f o l l o w i n g  
a r g u m e n t ,  n o t e  t h a t  i f  U I  E  R ,  U 2  E  R a n d  U I  #  U 2 ,  t h e n  t h e  s p a c e s  k e r { T  - ( U I  +  
i r ) )  a n d  k e r ( T  - ( U 2  + i t ) )  a r e  o r t h o g o n a l  t o  e a c h  o t h e r  ( t o  p r o v e  t h i s ,  c o n s i d e r  
T  r e s t r i c t e d  t o  s p a n { h ,  k }  w i t h  h  E  k e r ( T  - ( U I  + i r ) )  a n d  k  E  k e r ( T  - ( U 2  + i t ) )  
a n d  t h e n  a p p l y  C o r o l l a r y  2 . 1 7 ) .  T h e r e f o r e ,  i f  t h e  s p e c t r u m  o f  T  h a p p e n e d  t o  
3 3  
h a v e  f i n i t e l y  m a n y  p o i n t s ,  t h e n  ( v i a  t h e  R i e s z  D e c o m p o s i t i o n  T h e o r e m  a n d  t h e  
a p p r o p r i a t e  s h u f f l i n g  o f  H i l b e r t  s p a c e s )  
( 3 . 2 7 )  T  ~ N  [ A  +  i r  E  ]
E I 7  0  A  +  i t  
w h e r e  N  i s  n o r m a l ,  A  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  E  c o m m u t e s  w i t h  A .  I n  f a c t ,  ( 3 . 2 7 )  
d e s c r i b e s  t h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n .  T h e  p r o o f  w h i c h  w e  n o w  g i v e  u s e s  C o r o l l a r y  2 . 2 8 ,  
T h e o r e m  2 . 3 6  a n d  T h e o r e m  3 . 1 6 .  
L e t  X  =  { x  E  R :  a ( T )  n  { x  +  i r , x  +  i t }  = J  4 > } .  W e  n o w  c l a i m  t h a t  i f  X  
i s  n o t  a  s i n g l e t o n  s e t ,  t h e n  { T ,  T ' " } "  i s  n o t  a  f a c t o r .  S i n c e  a l l  s o l u t i o n s  t o  p ( T )  = 0  
f o r  a ( T )  ~ { u  +  i r ,  u  +  i t }  f o r  u  E  R  h a v e  t h e  f o r m  o f  ( 3 . 2 7 ) ,  i t  w i l l  f o l l o w  f r o m  
T h e o r e m  2 . 3 6  t h a t  T  h a s  t h e  f o r m  o f  ( 3 . 2 7 ) .  
I f  X  i s  n o t  c o n n e c t e d ,  l e t  0 ' 1  a n d  0 ' 2  b e  c o m p a c t  s u b s e t s  o f  R  s u c h  t h a t  
0 ' 1  U  0 ' 2  =  X .  L e t  K
j  
=  { > '  E a ( T )  :  R e ( > . )  E  a j }  f o r  j =  1 , 2 .  N o t e  t h a t  K
1  
a n d  
K
2  








=  4 > .  B y  t h e  R i e s z  D e c o m p o s i t i o n  
T h e o r e m ,  t h e r e  e x i s t  a  c o m p l i m e n t a r y  p a i r  { M , N }  o f  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  f o r  T  
s u c h  t h a t  a ( T I M )  ~ K
1  
a n d  a ( T I N )  ~ K
2
•  B y  C o r o l l a r y  2 . 1 7  ( w i t h  a  =  1 ,  b  =  0 ) ,  
M  r e d u c e s  T .  L e t  A  =  T I M  a n d  B  =  T I M . ! . .  B y  C o r o l l a r y  2 . 2 8  ( w i t h  N  
k  
=  M . ! .  
f o r  e a c h  k  >  1 ) ,  ( 2 . 3 1 )  h o l d s  a n d  s o  { T , T ' " } "  i s  n o t  a  f a c t o r .  
W e  s u p p o s e  f o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h e  p r o o f  t h a t  X  i s  c o n n e c t e d .  L e t  F  b e  
t h e  c o l l e c t i o n  o f  o p e r a t o r s  
F  =  { R :  p ( R )  =  0  a n d  I I R I I  ~ I I T I I }  .  
F  i s  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s .  W e  c l a i m  t h a t  F  K  i s  a  f a m i l y  f o r  e v e r y  c o m p a c t  s u b s e t  
o f  ( R  +  r i )  U  ( R  +  t i ) .  L e t  K  b e  s u c h  a  c o m p a c t  s e t .  K  i s  p o l y n o m i a l 1 y  c o n v e x  
a n d  R E F K .  B y  t h e  R i e s z  D e c o m p o s i t i o n  T h e o r e m ,  t h e r e  e x i s t s  a  c o m p l i m e n t a r y  
p a i r  { M r , M
t
}  o f  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  f o r  R  s u c h  t h a t  a ( R I M
r
)  ~ R  +  i r  a n d  
   
3 4  
u ( R I M
t
)  ~ R + i t .  T h e r e f o r e ,  ( R  - i r ) I M  
r  
a n d  ( R  - i t ) I M
t  
a r e  s e l f - a d j o i n t  a n d ,  
b y  L e m m a  1  o f  [ R - R ] ,  R  h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
R  = [  A
o  
+  i r  E  ]  
o  A l  + i t  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 i  =  M
r  
E B  M - ;  f o r  s o m e  A
o  
E  
L : ( M
r  
) ,  A
o  
s e l f - a d j o i n t ,  E  E  L : ( M - ; , M
r
)  a n d A l  E  L : ( M - ; )  s u c h  t h a t  A l  i s  s i m i l a r  
t o  a  s e l f - a d j o i n t  o p e r a t o r .  L e t  P o ( x , y )  =  (X~Y - r)(X~Y - s ) .  S i n c e  P o  =  p~ a n d  
P o ( A
o
+ i r )  =  0 ,  P o ( R )  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  P o ( R )  h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
P o ( R )  =  [ ; .  ~] 
f o r  s o m e  W  E  L : ( M - ; , M
r
)  a n d  s o m e  s e l f - a d j o i n t  o p e r a t o r  Z  E  L : ( M - ; ) .  N o w ,  s i n c e  
p ( R )  = 0 ,  w e  s e e  t h a t  
J . .  [ 0  W  ]  R  _  ! ' - R *  [  0  
W ] _ t [  W ] = o .0  
2 i  W *  Z  2 i  W *
Z  W * Z  
T h e r e f o r e ,  
1 . W * ( A o  + i r )  - ~(A~ - i t ) W  - t W *  =  o .
2~ 2~ 
A n  a p p l i c a t i o n  o f  R o s e n b l u m ' s  T h e o r e m  t o  t h i s  e x p r e s s i o n  y i e l d s  t h a t  W  =  O .  
N o w ,  c o m p u t i n g  P o ( R )  e x p l i c i t l y  y i e l d s  A o E  =  E A
I  
a n d  Z  =  ~ I E  1
2  
+ P o ( A
I  
+ i t ) .  
C o m p u t i n g  p ( R )  u s i n g  t h e  f o r m u l a s  f o r  P o ( R )  y i e l d s  
2
(~ 1  E  1  + P o ( A
I  




i s  s e l f - a d j o i n t .  S i n c e  A o E  =  E A t ,  I E  1 A l  =  E * A o E  a n d  I E  1  A l  i s  s e l f - a d j o i n t .  
T h e r e f o r e ,  p ( A
I  
+ i t )  =  0  a n d  s o  A l  i s  s e l f - a d j o i n t .  N o w ,  f o r ) .  ¢  K ,  u s i n g  t h e  f a c t s  
t h a t  A
o  
a n d  A l  a r e  s e l f - a d j o i n t ,  u ( A
o
+ i r )  S ;  K ,  u ( A
I  
+ i c )  S ;  K  a n d  I I E I I  = : ;  I I T I I  
I I ( R - ) . ) - I I I  =  I I  [ A o + i r - ) .  ~ ] - 1
o  A l  + ~t - ) .  
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( A o  +  i r  - A ) - I  - ( A
o
+  i r  - A ) - l  E ( A
1  
+  i t  - A ) - I ]  
[  
o  ( A I  +  i t  - A ) - l  
<  I I ( A
o
+  i r  - A t 1 1 l  +  I I ( A
I  
+  i t  - A ) - I I I  
+ 1 1 ( A
o
+  i r  - A t 1 1 1 1 l E I I  I I ( A
1
+  i t  - A ) - I I I  
1 1  
<  d i s t ( A  - i r , u ( A
o
) )  +  d i s t ( A  - i t , u ( A
1
) )  
I I T I I  
+  d i s t ( A  - i r ,  u ( A o ) ) d i s t ( A  - i t , u ( A
1
) )  •  
T h e r e f o r e ,  : F K  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  b y  P r o p o s i t i o n  3 . 1 2 .  
L e t  U l ,  U 3  E  R  b e  s u c h  t h a t  X  =  [ U l ,  U 3 ]  a n d  M  
r  
a n d  M
t  
b e  t h e  c o m -
p l i m e n t a r y  p a i r  o f  i n v a r i a n t  s u b s p a c e s  f o r  T  a s  d e s c r i b e d  a b o v e .  S i n c e  T I M  
r  
a n d  
T I M  
t  
a r e  s e l f - a d j o i n t  a n d  1 i  i s  s e p a r a b l e ,  t h e r e  e x i s t s  U 2  E  ( U I ,  U 3 )  s u c h  t h a t  
U 2  +  i r  f / .  u c ( T I M
r
)  a n d  U 2  +  i t  f / .  u c ( T I M
t  
) .  N o w ,  f o r  n  ~ 1 ,  l e t  
. [  U 2  - U I ]
K
n  
=  { x + z y :  x  E  U I ,  
U
2 - n  , y E  { r , t } }  
a n d  
L  =  { x  + i y :  x  E  [ U 2 , U 3 ] , y  E  { r , t } }  .  
L  i s  c o m p a c t ,  K
n  
i s  c o m p a c t  f o r  e a c h  n  ~ 1  a n d  K
n  
n  L  =  ¢ J  f o r  e a c h  n  >  1 .  B y  
T h e o r e m  3 . 1 6 ,  l e t  . 7 n  b e  s u b s p a c e s  o f  1 i  m a x i m a l  s u c h  t h a t  . 7 n  i s  i n v a r i a n t  f o r  T ,  
T I . 7 n  E  : F L u K
n  
a n d  . 7 n + l  2 . 7 n .  L e t  N
n  
a n d  M
n  
b e  s u b s p a c e s  o f . 7 n  i n v a r i a n t  f o r  
T I . 7 n  s u c h  t h a t  u ( T I N n )  ~ K
n  
a n d  u ( T I M
n
)  ~ L .  B y  t h e  R i e s z  D e c o m p o s i t i o n  
T h e o r e m ,  t h e  m a x i m a l i t y  o f  . 7 n  a n d  t h e  f a c t  t h a t  K
n  




a n d  
N
n  
~ N n + l  f o r  e a c h  n  ~ 1 .  B y  C o r o l l a r y  2 . 1 7  ( w i t h  a  =  1  a n d  b  =  0 ) ,  M  
1
i s  
o r t h o g o n a l  t o  N  n  f o r  e a c h  n .  L e t  N  0 0  =  ( g l  N  n )  - a n d  n o t e  t h a t  M  1  i s  o r t h o g o n a l  
t o  N  0 0 '  
B y  P r o p o s i t i o n  3 . 1 8 ,  u ( P . 7 ; T I . 7 * )  i s  a  s u b s e t  o f  
. (  U 2  - U l )  }
{
x + z y : x E  { U I ,  
U
2 , U 3 } U  U 2 - n  , U 2  a n d y E  { r , t }  
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T h e  R i e s z  D e c o m p o s i t i o n  T h e o r e m  a n d  t h e  m a x i m a l i t y  o f  : J n  i m p l i e s  t h a t  
u ( P : J ; T I : J ; )  n  { t
1
+  i a , t
2
+  i c , t
3  
+  i a , t
4  
+  i c }  =  i f J .  N o w ,  s i n c e : J  i s  i n v a r i a n t  f o r  
T ,  
u ( T * I : J ; )  =  u ( P : J ; T I : J ; )  
a n d  s o  t h e  f a c t s  p r o v e n  i n  t h i s  p a r a g r a p h  s h o w  t h a t  
u ( P 1 i e ( M
1
f f i N o o ) T I 1 i  8  ( M 1 E B  N  0 0 ) )   =  u ( T * I 1 i  8  ( M 1 E B  N 0 0 ) )  
C  { U 2  +  i r , u 2  +  i t } .  
W e  n o w  c l a i m  t h a t  i f  M
1  
E B  N  0 0  ¥ - 1 i ,  t h e n  e i t h e r  U 2  +  i r  E  u c ( T )  o r  
u 2 +  
i t  
E  u c ( T ) .  I n d e e d ,  i f  M  E B N 0 0  ¥ - 1 i ,  t h e n  u ( P 1 i e ( M f f i N o o ) T I 1 i 8 ( M
1
E B N 0 0 ) )
1  
i s  n o t  e m p t y .  S u p p o s e  t h a t  U 2  +  i t  i s  i n  t h i s  s e t .  B u t  t h e n  t h e r e  w o u l d  e x i s t  a  
n o n t r i v i a l  s u b s p a c e  W  i n v a r i a n t  f o r  T *  s u c h  t h a t  u ( T *  I W )  =  { U 2  - i t } .  I t  i s  c l e a r  
t h a t  W  ~ M ; .  L e t  S  b e  a n  i n v e r t i b l e  o p e r a t o r  s u c h  t h a t  S A
2
S - 1  i s  s e l f - a d j o i n t .  
T h e r e f o r e ,  
T *  I W  =  ( A
2
+  i t ) *  I W  




+  i t ) * S - l *  I W  
- X
2




+  i t ) *  I S - 1 * W ) X
1  
w h e r e  X l  :  W  - - +  S - l * W  i s  d e f i n e d  b y  X l W  =  S - l * w  f o r  w  E  W a n d  X
2  
:  S - l * W  - - +  
W  i s  d e f i n e d  b y  X
2
S - 1 * w  =  w  f o r  w  E  W .  S i n c e  X l  a n d  X
2  
a r e  i n v e r t i b l e ,  
( S A
2
S - 1  +  i t ) *  I  S - l * W  h a s  t h e  s i n g l e  p o i n t  U 2  - i t  i n  i t s  s p e c t r u m .  S i n c e  e v e r y  
s u b n o r m a l  o p e r a t o r  w h o s e  s p e c t r u m  i s  a  s i n g l e  p o i n t  i s  a  s c a l a r  m u l t i p l e  o f  t h e  
i d e n t i t y ,  w e  m a y  n o w  c o n c l u d e  t h a t  ( S A
2
S - 1  +  i t ) *  h a s  U 2  - i t  a s  a n  e i g e n v a l u e .  
S i n c e  ( A
2
+  i t ) *  i s  s i m i l a r  t o  ( S A
2
S - 1  +  i t ) * ,  U 2  - i t  i s  a n  e i g e n v a l u e  o f  ( A
2
+  i t ) * .  
B u t  t h e n  t h e  a b o v e  d i s p l a y e d  e q u a t i o n  i m p l i e s  t h a t  U 2  - i t  i s  a n  e i g e n v a l u e  o f  T *  
3 7   
w h i c h  w a s  w h a t  w a s  t o  b e  s h o w n .  A n  a n a l o g o u s  a r g u m e n t  h o l d s  f o r  ~ +  i r  E  
u ( P ' H e ( M 1 e N o o ) T I ' H  8  ( M
1  
E D  N  0 0 ) ) '  
S i n c e  e i t h e r  U 2  +  i r  E  u c ( T )  o r  U 2  +  i t  E  u c ( T ) ,  U 2  +  i r  o r  U 2  +  i t  w o u l d  
b e  i n  t h e  c o m p r e s s i o n  s p e c t r u m  o f  T I M  
r  
o r  T I M
t
,  c o n t r a r y  t o  t h e  c h o i c e  o f  U 2 '  
T h e r e f o r e ,  M  
1  
E D  N  0 0  =  ' H .  
A n  a p p l i c a t i o n  o f  C o r o l l a r y  2 . 2 8  ( w i t h  A  =  T I M  
l  
a n d  B  =  T I N 0 0 )  s h o w s  
t h a t  { T ,  T * } "  i s  n o t  a  f a c t o r .  T h u s ,  ( 3 . 2 7 )  h o l d s  f o r  s o m e  n o r m a l  o p e r a t o r  N ,  s o m e  
s e l f - a d j o i n t  A  a n d  s o m e  E  w h i c h  c o m m u t e s  w i t h  A  ( s e e  t h e  p a r a g r a p h  f o l l o w i n g  
( 3 . 2 7 ) ) .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  T  w h e n  p ( T )  = O .  
T h e  t e c h n i q u e  o f  E x a m p l e  3 . 2 4  d o e s  n o t  s o l v e  t h e  e q u a t i o n  p ( T )  =  0  f o r  
m a n y  p o l y n o m i a l s  p .  F o r  i n s t a n c e ,  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n  ( y  - x  ) 3 ( T )  =  0  i s  
g i v e n  i n  [ A g l ]  v i a  a  m o d e l  i n v o l v i n g  d i s t r i b u t i o n s .  I n  c o n t r a s t ,  t h e  a b o v e  t e c h n i q u e s  
s e e m  t o  o n l y  y i e l d  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t  w h e r e a s  " m o s t "  o f  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h i s  
e q u a t i o n  h a v e  c o m p r e s s i o n  s p e c t r u m  w h i c h  i s  a n  i n t e r v a l .  
E x a m p l e  3 . 2 8  U s i n g  t e c h n i q u e s  s i m i l a r  t o  t h e  l a s t  e x a m p l e ,  i t  i s  e a s y  t o  s h o w  
t h a t  i f  T  E  . c ( ' H ) ,  n  ~ 1  a n d  ( y  - x  ) n ( T )  =  0 ,  t h e n  
T  ~ k T , d v ( ( )  E  . c ( k  ' H , d v ( ( ) )  
f o r  s o m e  m e a s u r e  v  a n d  o p e r a t o r s  T (  s u c h  t h a t  ( y  - x  ) n ( T c )  = 0  f o r  a l m o s t  e v e r y  
(  a n d  f o r  a l m o s t  e v e r y  (  a n d  e v e r y  A  E  u ( T c )  ,  t h e r e  e x i s t s  a  s u b s p a c e  M  o f  ' H ,  
i n v a r i a n t  f o r  T ,  s u c h  t h a t  u ( P M . L  T ,  I M  1 . )  =  { A }  .  
T h e  t e c h n i q u e s  o f  E x a m p l e  3 . 2 4  a r e  l e s s  u s e f u l  i n  s o l v i n g  p ( T )  = 0  w h e n  
u ( T )  h a s  n o n - e m p t y  i n t e r i o r .  C h a p t e r s  4  a n d  5  w i l l  b e  d e v o t e d  t o  o n e  s u c h  e x a m p l e .  
O t h e r  e x a m p l e s  a r e  s t u d i e d  i n  [ A g - S ]  a n d  [ A g 8 ] .  O n e  l a r g e  c l a s s  o f  r o o t s ,  w h o s e  
s p e c t r u m  h a s  n o n e m p t y  i n t e r i o r ,  w h i c h  a r e  e a s i l y  c l a s s i f i e d ,  a r e  s u b n o r m a l  r o o t s .  
T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  s h o w s  t h a t  t h e s e  a r e  e x a c t l y  t h e  o n e s  w h i c h  a r i s e  f r o m  
         
3 8  
r e s t r i c t i o n s  o f  n o r m a l  r o o t s .  
P r o p o s i t i o n  3 . 2 9 .  L e t  T  E  £ ( 1 i ) ,  T  b e  s u b n o r m a l ,  p  E  C [ x ,  y ]  a n d  p ( T )  =  O .  H  
N  i s  t h e  m i n i m a l  n o r m a l  e x t e n s i o n  o f  T ,  t h e n  p ( N )  =  O .  
P r o o f .  B y  P r o p o s i t i o n  I . 2 . 3  o f  [ L H y p o ] ,  t h e r e  e x i s t s  a  p o s i t i v e  £ ( 1 i ) - v a l u e d  
m e a s u r e  d Q  o n  C ,  w i t h  c o m p a c t  s u p p o r t ,  s u c h  t h a t  
( 3 . 3 0 )   
s m s m  =  Jz n z m d Q ( z )  .  
C  
L e t  N  E  £ ( K )  b e  t h e  m i n i m a l  n o r m a l  e x t e n s i o n  o f  T  a n d  d E  b e  i t s  s p e c t r a l  
m e a s u r e .  S i n c e  N  i s  n o r m a l ,  p ( N )  =  0  i f  a n d  o n l y  i f  a ( N )  ~ A
p
•  T h i s  o c c u r s  i f  
a n d  o n l y  i f  t h e  s u p p o r t  o f  E  l i e s  i n  A
p
•  S i n c e  N  i s  t h e  m i n i m a l  n o r m a l  e x t e n s i o n  o f  
T ,  t h e  s u p p o r t  o f  E  l i e s  i n  t h e  s u p p o r t  o f  Q ,  [ C 2 ] .  T h e r e f o r e ,  t h e  p r o p o s i t i o n  w i l l  
f o l l o w  i f  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  s u p p o r t  o f  Q  l i e s  i n  A
p
•  
L e t  q ( x ,  y )  E  C [ x ,  y ]  b e  g i v e n  b y  
q ( x , y )  = p ( x , y ) p V ( x , y ) .  
C o m p u t a t i o n  u s i n g  ( 3 . 3 0 )  a n d  ( 1 . 1 1 )  y i e l d s  
JI p ( - \ ,  X ) 1  
2
d Q  =  Jq ( - \ ,  X ) d Q  
- q ( T )  
( p V p ) ( T )  
- O .  
S i n c e  Q  i s  a  p o s i t i v e  o p e r a t o r  m e a s u r e ,  t h i s  c o m p u t a t i o n  s h o w s  t h a t  t h e  s u p p o r t  o f  
Q  l i e s  i n  A
p  
a n d  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  3 . 2 9 .  
C h a p t e r  4  
T h e  E l e m e n t a r y  O p e r a t o r  
T h e o r y  o f  I s o s y m m e t r i e s  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  i n t r o d u c e  a  c l a s s  o f  o p e r a t o r s  t e r m e d  i s o s y m m e t r i e s  
a n d  g i v e  t h e i r  e l e m e n t a r y  p r o p e r t i e s .  
D e f i n i t i o n  4 . 1 .  L e t  T  E  £ ( 1 i ) .  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f T * 2 T - T * T 2 - T * + T  =  O .  
U s i n g  ( 1 . 1 ) ,  w e  s e e  t h a t  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f  a n d  o n l y  i f  ( ( y x  - 1 ) ( y -
x ) ) ( T )  =  O .  T h e r e f o r e ,  P r o p o s i t i o n  1 . 1 0  i m p l i e s  t h a t  e v e r y  s e l f - a d j o i n t  o p e r a t o r  
( i . e . ,  T s u c h  t h a t  ( y - x ) ( T )  =  0 )  a n d  e v e r y  i s o m e t r y  ( L e . , T  s u c h  t h a t  ( y x - l ) ( T )  =  
0 )  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  W e  s h a l l  s e e  t h a t  t h e r e  a r e  m a n y  o t h e r  o p e r a t o r s  ( e . g . ,  
n o n n o r m a l  m a t r i c e s )  w h i c h  a r e  i s o s y m m e t r i e s .  
C h a p t e r  1  y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g  t w o  p r o p o s i t i o n s  w h i c h  d e s c r i b e  t h e  s p e c -
t r a l  p i c t u r e  o f  a n  i s o s y m m e t r y  a n d  t h e  r e s o l v e n t  i n e q u a l i t i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  a n  
i s o s y m m e t r y .  
P r o p o s i t i o n  4 . 2 .  L e t  T  E  £ ( 1 i )  a n d  T  b e  a n  i s o s y m m e t r y .  T h e  a p p r o x i m a t e  
p o i n t  s p e c t r u m  o f  T  i s  a  s u b s e t  o f  R U  a D .  T h e  s p e c t r u m  o f  T  h a s  t h e  f o r m  
I <  U Y  w h e r e  I <  i s  a  c o m p a c t  s u b s e t  o f  R U  a D  a n d  Y  i s  e i t h e r  D - ,  D - n ( L H P ) - ,  
D - n  ( U H  P ) - o r  t h e  e m p t y  s e t  w h e r e  L H P  i s  t h e  l o w e r  h a l f  p l a n e ,  { . . \  E  C :  
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4 a  
1 m > .  <  a } ,  a n d  U H  P  i s  t b e  u p p e r  b a H  p l a n e ,  { > ' E C  :  1 m > .  >  a } .  I f  T  i s  f i n i t e l y  
c y c l i c ,  t b e n  t b e  e s s e n t i a l  s p e c t r u m  o f  T  i s  a  c o m p a c t  o f  R  U  a n .  
P r o o f .  
I f  > .  E C  a n d  ( X > .  - 1 ) ( X  - > . )  =  0 ,  t h e n > .  E  R  U  a n .  T h e r e f o r e ,  b y  
P r o p o s i t i o n  1 . 1 2 ,  t h e  a p p r o x i m a t e  p o i n t  s p e c t r u m  i s  a  s u b s e t  o f  R  U  a n .  S i n c e  
a O ' ( T )  ~ O ' a p ( T )  ~ R  U  a n ,  O ' ( T )  m u s t  h a v e  t h e  f o r m  K  U Y  f o r  s o m e  K  a n d  
Y  a s  s t a t e d  i n  t h e  h y p o t h e s i s .  I f  T  i s  f i n i t e l y  c y c l i c ,  t h e n  0 ' e ( T )  ~ R  U  n - b y  
P r o p o s i t i o n  1 . 1 2 .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  4 . 2 .  
T h e   f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  f o l l o w s  f r o m  P r o p o s i t i o n s  1 . 1 5  a n d  1 . 1 7  a n d  
t r i v i a l  a l g e b r a i c  m a n i p u l a t i o n s .   
P r o p o s i t i o n  4 . 3 .  L e t  T  E  £ ( 1 i ) ,  T  b e  a n  i s o s y m m e t r y  a n d  K  b e  a  c o m p a c t   
s u b s e t  o f  C .  T b e  f o l l o w i n g  b o l d s .   
( a )  T b e r e  e x i s t s  M  >  a s u c b  t b a t ,  w b e n e v e r > .  E  K ,  > .  c t .  O ' ( T )  a n d > .  c t .  R  U  a n ,  
_   . .  i  _  . .
( 4 . 4 )   
I I  ( T  - > . ) - 1  I b  " _ .  M  
I n  a d d i t i o n ,  i f > ' 0  E C  a n d  K  i s  a  s u b s e t  o f  t b e  u n b o u n d e d  s e c t o r  
s  =  { > ' o  +  r e i D  : r  ?  a a n d  0
0  
: 5  0  : 5  0 d  
w b e r e  0
0  
E  R a n d  0
1  
E  R ,  t b e n  t b e  f o l l o w i n g  b o l d .  
( b )   I f  > ' 0  E R ,  > ' 0  = I  1 ,  > ' 0  = I  - 1  a n d  S  n R  =  { > ' o } ,  t b e n  t b e r e  e x i s t  C >  a  a n d  
f >  a s u c b  t b a t ,  w b e n e v e r > .  E  K ,  > .  c t .  O ' ( T )  a n d a < I > ' - > ' 0  1 <  f ,  t b e n  
( 4 . 5 )   I I  ( > .  - T ) - 1  1 1 : 5  ~ 
( c )  I f  > ' 0  E  a n ,  > ' 0  = I  1 ,  > ' 0  = I  - 1  a n d  t b e  i n t e r s e c t i o n  o f  S a n d  t b e  t a n g e n t  l i n e  
t o  t b e  u n i t  c i r c l e  a t  > ' 0  i s  { > ' o } ,  t b e n  t b e r e  e x i s t  C  >  0  a n d  f >  0  s u c b  t b a t ,  
w b e n e v e r > .  E  K ,  > .  c t .  O ' ( T )  a n d 0 < I  > . - > ' 0 1 < f ,  t b e n  ( 4 . 5 )  b o l d s .  
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( d )  I f  > " 0 =  1  o r  > " 0 =  - 1  a n d  b o t h  S n R  =  { > " o }  a n d  s n  { z  :  R e ( z )  =  > " o }  =  { > " o } ,  
t h e n  t h e r e  e x i s t  C  >  0  a n d  f >  0  s u c h  t h a t ,  w h e n e v e r > . .  E  I < ,  > . .  t I .  u ( T ) ,  
o < I > . .  - > " 0  1 <  f ,  t h e n  
( 4 . 6 )  
I I  ( > . .  _ T ) - l  II~ ~- ' - '  
B e f o r e  c o n t i n u i n g ,  n o t e  t h a t  ( 4 . 5 )  c a n n o t  b e  u s e d  i n s t e a d  o f  ( 4 . 6 )  i n  P r o p o -
s i t i o n  4 . 3 ( d )  s i n c e  t h e  2  x  2  m a t r i x  
T =  [ > " 0  b ]  E  C
2
, 2  
o  > " 0  
i s  a n  i s o s y m m e t r y  f o r  > " 0  E  { - I ,  I }  a n d  b E  C  a n d ,  f o r  b  = J .  0 ,  t h i s  m a t r i x  s a t i s f i e s  
( 4 . 6 )  b u t  n o t  ( 4 . 5 ) .  S i n c e  ( y x  - l ) ( y  - x )  c a n  b e  w r i t t e n  a s  y ( y x  - 1 )  - ( y x  - l ) x  
o r  y ( y  - x ) x  - ( y  - x ) ,  t h e  i s o m e t r y  e q u a t i o n  c a n  b e  v i e w e d  i n  t w o  d i f f e r e n t  w a y s  
a s  i l l u s t r a t e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a .  I n  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a  a n d  t h r o u g h o u t  t h e  
p a p e r ,  6 .
T  
w i l l  d e n o t e  T * T  - 1  a n d  I m ( T )  w i l l  d e n o t e  i i ( T  - T * )  f o r  a n y  o p e r a t o r  
T .  
L e m m a  4 . 7 .  L e t  T  E  £ ( 1 i ) .  T h e  f o l l o w i n g  a r e  e q u i v a l e n t .  
( a )  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  
( b )  T *  I m ( T ) T  = I m ( T ) .  
( c )  6 .
T  
T  =  T * 6 .
T  
•  
W e  m a y  n o w  e x p l o i t  R o s e n b l u m ' s  T h e o r e m  a n d  L e m m a  4 . 7  t o  c l a s s i f y  
s o m e  i s o s y m m e t r i e s  b a s e d  o n  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e i r  s p e c t r u m .  
C o r o l l a r y  4 . 8 .  L e t  T  E  £ ( 1 i )  a n d  T  b e  a n  i s o s y m m e t r y .  I f u ( T )  ~ D  o r  u ( T )  n  
D - =  4 > ,  t h e n  T  i s  s e l f - a d j o i n t .  I f  u ( T )  i s  c o n t a i n e d  i n  t h e  o p e n  u p p e r  o r  o p e n  
l o w e r  h a l f  p l a n e ,  t h e n  T  i s  uni~ary.  
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P r o o f .  I f  C T ( T )  ~. n - o r  C T ( T )  n n - =  < p ,  t h e n  A J 1  = f ;  1  f o r  a n y  A ,  f 1  E  C T ( T ) .  
T h e r e f o r e ,  b y  t h e  e q u i v a l e n c e  o f  ( 4 . 7 a )  a n d  ( 4 . 7 b ) ,  a n  a p p l i c a t i o n  o f  R o s e n b l u m ' s  
T h e o r e m  ( ( 2 . 2 ) ,  w i t h  A  = =  T * ,  B  = T  a n d  p ( x ,  y )  =  y x  - 1 )  y i e l d s  t h a t  I m ( T )  = =  0  
a n d  s o  T  i s  s e l f - a d j o i n t .  T h e  s e c o n d  s t a t e m e n t  f o l l o w s  a n a l o g o u s l y .  T h i s  c o m p l e t e s  
t h e  p r o o f  o f  C o r o l l a r y  4 . 8 .  
B e f o r e  c o n t i n u i n g ,  w e  r e c o r d  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a  w h i c h  f o l l o w s  f r o m  D e f -
i n i t i o n  4 . 1 .   
L e m m a  4 . 9 .  L e t  T  E  £ ( 1 i ) .  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f  a n d  o n l y  i f  - T  i s  a n  i s o s y m -
m e t r y .   
I f  T  E  £ ( 1 i )  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  t h e n  C o r o l l a r y  4 . 8  m o t i v a t e s  t h e  a n a l y s i s  
o f  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m s  o f  T  w i t h  r e s p e c t  t o  a  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 i  =  
M  E B  M . l  w h e r e  M  i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  T I M  i s  e i t h e r  s e l f - a d j o i n t  o r  u n i t a r y .  
T h e  f o l l o w i n g  t w o  p r o p o s i t i o n s  b e g i n  t h i s  a n a l y s i s .  
L e m m a  4 . 1 0 .  L e t  1 i  a n d  1 : - b e  H i l b e r t  s p a c e s ,  N  E  £ ( 1 i ) ,  E  E  £ ( 1 : - , 1 i )  a n d  
X  E  £ ( 1 : - ) .  I f  N  i s  s e H - a d j o i n t  o r  u n i t a r y ,  T  E  £ ( 1 i  E B  1 : - )  a n d  T  h a s  t h e  b l o c k  
o p e r a t o r  f o r m  
( 4 . 1 1 )  T  =  [~ ~], 
t h e n  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f  a n d  o n l y  i f  
( 4 . 1 2 )  
N E X = E  
a n d  
( 4 . 1 3 )  X  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  
P r o o f .  U s i n g  ( 4 . 1 1 ) ,  w e  c o m p u t e  
4  ~ T - [~NN ~NE+N*EX ]
( 4 . 1  )  T  - E * N 2  E * N E  + E * E X  +~xX 
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B y  L e m m a  4 . 7 ,  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f  a n d  o n l y  i f  
( 4 . 1 5 )  ~NN  i s  s e l f - a d j o i n t ,  
( 4 . 1 6 )  
N * 2 E  =  ~NE + N * E X ,  
a n d  
( 4 . 1 7 )  
E * N E  + E * E X  + ~x X  i s  s e l f - a d j o i n t .  
S u p p o s e  t h a t  N  i s  u n i t a r y .  ~N =  0  a n d  s o  ( 4 . 1 5 )  h o l d s  a n d  ( 4 . 1 6 )  i s  
e q u i v a l e n t  t o  ( 4 . 1 2 ) .  I f  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  t h e n  ( 4 . 1 2 )  h o l d s  a n d  b y  ( 4 . 1 2 )  
E * N E  + E * E X  =  X * E * N * N E  + E * E X
( 4 . 1 8 )  
= X * E * E  + E * E X .  
T h u s ,  ( 4 . 1 3 )  h o l d s  b y  ( 4 . 1 7 ) ,  ( 4 . 1 8 )  a n d  L e m m a  4 . 7 .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  s u p p o s e  
( 4 . 1 2 )  a n d  ( 4 . 1 3 )  h o l d .  B y  ( 4 . 1 2 ) ,  
N * 2 E  - ~NE - N * E X  =  N - 2 E  - N - I E X  
=  N - 2 ( E  - N E X )  
=  o .  
T h e r e f o r e ,  ( 4 . 1 6 )  h o l d s .  B y  ( 4 . 1 2 ) ,  ( 4 . 1 8 )  h o l d s  a n d  ~xX i s  s e l f - a d j o i n t  b y  
L e m m a  4 . 7  a n d  ( 4 . 1 3 ) .  T h u s  ( 4 . 1 7 )  h o l d s .  I n  s u m m a r y ,  w e  h a v e  s h o w n  t h a t  
L e m m a  4 . 1 0  h o l d s  f o r  N  u n i t a r y .  
S u p p o s e  t h a t  N  i s  s e l f - a d j o i n t .  S i n c e  N  i s  s e l f - a d j o i n t ,  ~NN =  ( N 2  - 1 ) N  
i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  ( 4 . 1 5 )  h o l d s .  S i n c e  N  i s  s e l f - a d j o i n t ,  ( 4 . 1 6 )  i s  e q u i v a l e n t  t o  ( 4 . 1 2 ) .  
T h e r e f o r e ,  i t  r e m a i n s  t o  s h o w  t h a t  i f  N  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  ( 4 . 1 2 )  h o l d s ,  t h e n  ( 4 . 1 7 )  
h o l d s  i f  a n d  o n l y  i f  ( 4 . 1 3 )  h o l d s .  N o w ,  E * N E  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d ,  b y  ( 4 . 1 2 )  
E * E X  =  ( N E X ) * E X  =  X * E * N E X  
i s  s e l f - a d j o i n t .  T h e r e f o r e ,  b y  L e m m a  4 . 7 ,  ( 4 . 1 3 )  a n d  ( 4 . 1 7 )  a r e  e q u i v a l e n t .  I n  
s u m m a r y ,  L e m m a  4 . 1 0  h o l d s  f o r  N  s e l f - a d j o i n t .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  
L e m m a  4 . 1 0 .  
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L e m m a  4 . 1 9 .  L e t  M ,  N a n d  : 1  b e  H i l b e r t  s p a c e s  a n d  T  E  £ ( M  f f i  N  f f i : 1 )  b e  
g i v e n  b y  
N l  B E l ]
( 4 . 2 0 )  





o  0  X  
w h e r e  N
1  
E  £ ( M ) ,  B  E  £ ( N ,  M ) ,  E
1  
E  £ ( : 1 ,  M ) ,  N
2  
E  £ ( N ) ,  E
2  
E  £ ( : 1 , N )  
a n d  X  E  £ ( : 1 ) .  I f N
1  
a n d  N
2  
a r e  s e l f - a d j o i n t  o r  u n i t a r y ,  t h e n  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  
i f a n d  o n l y  i f  





=  B ,  










a n d  
( 4 . 2 3 )  X  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  
P r o o f .  B y  L e m m a  4 . 1 0  ( w i t h  1 i  =  M  a n d  K ;  =  N  f f i  : 1 ) ,  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f  
a n d  o n l y  i f  







X )  =  E l l  
N 2  E 2 ] .  .
( 4 . 2 5 )  
o  X  I S  a n  I s o s y m m e t r y ,
[  
a n d  ( 4 . 2 1 )  h o l d .  
B y  L e m m a  4 . 1 0 ,  ( 4 . 2 5 )  h o l d s  i f  a n d  o n l y  i f  





X  =  E
2  
a n d  ( 4 . 2 3 )  h o l d .  T h e r e f o r e ,  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f  a n d  o n l y  i f  ( 4 . 2 1 ) ,  ( 4 . 2 3 ) ,  ( 4 . 2 4 )  
a n d  ( 4 . 2 6 )  h o l d .  N o w ,  s i n c e  ( 4 . 2 2 )  h o l d i n g  i s  e q u i v a l e n t  t o  ( 4 . 2 4 )  a n d  ( 4 . 2 6 )  h o l d i n g ,  
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w e  s e e  t h a t  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f  a n d  o n l y  i f  ( 4 . 2 1 ) ,  ( 4 . 2 2 )  a n d  ( 4 . 2 3 )  h o l d .  T h i s  
c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  L e m m a  4 . 1 9 .  
W e  n o w  d e s c r i b e  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  o f  a n  i s o s y m m e t r y  s u c h  t h a t  
k e r ( T * T  - 1 )  = I  { O } .  
L e m m a  4 . 2 7 .  L e t  T  E  £ ( r l )  ,  M  =  k e r ( T * T  - 1 )  a n d  s u p p o s e  t h a t  T  i s  a n  
i s o s y m m e t r y .  M  i s  i n v a r i a n t  f o r  T .  I f M
o  
~ M  a n d  M  
o  
i s  i n v a r i a n t  f o r  T ,  t h e n  
T  h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
( 4 . 2 8 )  
T =  [ :  ~] 
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  r l  =  MoEDM~ w h e r e  V  E  £ ( M
o
) ,  
E  E  £(M~ ,  M  
o
) ,  X  E  £(M~), 
( 4 . 2 9 )  V  i s  a n  i s o m e t r y ,  
( 4 . 3 0 )  V * E  = 0  
a n d  
( 4 . 3 1  )  
( E * E  + X *  X  - 1 ) X  i s  s e l f - a d j o i n t .  
I n  a d d i t i o n ,  i f  M  
o  
=  M ,  t h e n  E * E  + X *  X  - 1  i s  i n j e c t i v e .   
P r o o f .  S i n c e  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  ( 4 . 7 c )  h o l d s  a n d  s o  M  i s  i n v a r i a n t  f o r  T .  N o w ,   
i f  M
o  
i s  i n v a r i a n t  f o r  T ,  t h e n  T  h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  ( 4 . 2 8 )  w i t h  r e s p e c t  t o   
t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  r l  =  M
o  
E D  M~ f o r  s o m e  o p e r a t o r s  V  E  £ ( M
o
) ,   
E  E  £(M~,Mo) a n d  X  E  £(M~). N o w ,   
( 4 . 3 2 )  
T * T  _  1 = [  V * V  - 1  V *  E  ] .  
E * V  E * E + X * X - 1  
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S i n c e  M
o  
~ k e r ( T * T  - 1 ) ,  V * V  =  1  a n d  V *  E  =  O .  T h e r e f o r e ,  ( 4 . 2 9 )  a n d  ( 4 . 3 0 )  
h o l d .  U s i n g  ( 4 . 3 2 )  a n d  ( 4 . 2 8 ) ,  w e  c o m p u t e  t h a t  
( 4 . 3 3 )  (
T * T  _  l ) T  _ [ 0  0 ]  
- 0  ( E * E  +  X *  X - 1 ) X  
S i n c e  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  L e m m a  4 . 7  i m p l i e s  t h a t  ( T * T  - l ) T  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  
s o  ( 4 . 3 1 )  h o l d s .  
I f  M  
o  
=  M ,  t h e n  T * T  - 1 =  0 E E l  ( E * E  +  X * X - I )  E  £ ( k e r ( T * T  - 1 )  E E l  
r a n ( T * T  - 1 ) - )  a n d  s o  E * E  +  X * X - I  i s  i n j e c t i v e .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  
L e m m a  4 . 2 7 .  
A  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  i s o s y m m e t r i e s  a n d  a  c e r t a i n  c o l l e c t i o n  o f  u n b o u n d e d  
l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n s  e x i s t s .  F o r  T  E  £ ( H )  s u c h  t h a t  1  f j .  l 7
p  
( T ) ,  l e t  V T  =  
r a n ( T  - 1 ) 2  a n d  L
T  
b e  t h e  ( p o s s i b l y  u n b o u n d e d )  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  f r o m  V T  
i n t o  £ ( H )  d e f i n e d  b y  
L T ( T  - l ? h  =  ( T  +  l ? h  f o r  h E  H .  
L e m m a  4 . 3 4 .  L e t  T  E  £ ( H )  a n d  s u p p o s e  t h a t  1  f j .  l 7
p  
( T ) .  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y   
i f a n d  o n l y  i f  L
T
2  
i s  s y m m e t r i c .   
P r o o f .  F o r  h  E  H ,   
(L~(T - l ? h ,  ( T  - 1 ) 2 h )  =  ( ( T  +  l ? h ,  ( T  - 1 ) 2 h )  =  ( ( T *  - l ? ( T  +  l ? h ,  h ) .  
T h e r e f o r e ,  L }  i s  s y m m e t r i c  i f  a n d  o n l y  i f  ( T *  - 1 ) 2 ( T  +  1 ) 2  i s  s e l f - a d j o i n t .  N o w ,  
s m c e  
( y  - l ? ( x  +  I ?  - ( y  +  1 ) 2 ( x  - I ?  =  4 ( y x  - l ) ( y  - x ) ,  
P r o p o s i t i o n  1 . 2  i m p l i e s  t h a t  
( T *  - l ? ( T  +  I ?  - ( T *  +  l ? ( T  _ 1 ) 2  =  4 ( y x  - l ) ( y  - x ) ( T ) .  
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T h u s ,  L }  i s  s y m m e t r i c  i f  a n d  o n l y  i f  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  
o f  L e m m a  4 . 3 4 .  
A n  a n a l o g o u s  p h e n o m e n a  o c c u r s  i f  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  a n d  - 1  r t  I J ' p ( T )  
( s e e  L e m m a  4 . 9 ) .  
C h a p t e r  5  
C l a s s i f i c a t i o n  o f  S e v e r a l  C l a s s e s  
o f  I s o s y m m e t r i e s  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  c l a s s i f y  t h o s e  i s o s y m m e t r i e s  T  s u c h  t h a t  e i t h e r  u ( T )  =  
a u ( T ) ,  T  i s  a  c o n t r a c t i o n  ( i . e . ,  T * T  : : ;  1 ) ,  T i s  h y p o n o r m a l ,  I m ( T )  ~ 0 ,  I m ( T )  : : ;  0  
o r  T * T  ~ 1 .  
R e c a l l  f r o m  P r o p o s i t i o n  4 . 2  t h a t  i f  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  t h e n  u ( T )  ~ 
R U  a D  a n d  a u ( T )  ~ u a p ( T )  ~ R U  a D .  V i a  a  s e q u e n c e  o f  t h r e e  l e m m a s ,  w e  
s h a l l  p r o v e  T h e o r e m  5 . 1  w h i c h  g i v e s  a  f o r m u l a  f o r  a n y  i s o s y m m e t r y  T  s u c h  t h a t  
u ( T )  =  a u ( T )  ( i . e . ,  u ( T )  ~ R U  a D ) .  
T h e o r e m  5 . 1  I f  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  a n d  u ( T )  ~ R U  a D ,  t h e n  t h e r e  e x i s t  
H i l b e r t  s p a c e s  1 - £ ,  l C ,  M ,  a n d  N  a n d  o p e r a t o r s  
A ,  B  E  £ ( 1 - £ ) ,  U ,  C  E  £ ( l C ) ,  A
o  
E  £ ( M )  a n d  U
o  
E  £ ( N )  
s u c h  t h a t  A ,  A
o  
a r e  s e l f - a d j o i n t ,  U ,  U
o  
a r e  u n i t a r y ,  B  c o m m u t e s  w i t h  A ,  C  c o m m u t e s  
w i t h  U  a n d  T  i s  ( u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o )  
( 5 . 2 )  
[~ : , ]  f f i  [~ : - , ]  f f i  A
o  
f f i  U
o
.  
4 8   
4 9  
B a n d  C  c a n  b e  t a k e n  t o  b e  i n j e c t i v e  a n d  p o s i t i v e .  A n y  o f  t h e  s u m m a n d s  i n  t h e  
a b o v e  e x p r e s s i o n  m a y  b e  a b s e n t .  ( T h a t  i s ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  H i l b e r t  s p a c e  m a y  b e  
{ O } . )  
W e  b e g i n  b y  p r o v i n g  T h e o r e m  5 . 1  i n  t h e  s p e c i a l  c a s e  t h a t  e i t h e r  1  o r  - 1  
i s  n o t  i n  t h e  s p e c t r u m  o f  t h e  i s o s y m m e t r y .  
L e m m a  5 . 3  1 f T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  a n d  e i t h e r  1  o r  - 1  i s  n o t  i n  t h e  s p e c t r u m  o f  
T ,  t h e n  t h e  c o n c l u s i o n  o f  T h e o r e m  5 . 1  h o l d s  f o r  T .  
P r o o f .  S u p p o s e  t h a t  1  f t  a ( T ) .  S e t  R  =  ( T  +  1 ) ( T  - 1 ) - 1 .  B y  L e m m a  4 . 3 4 ,  R
2  
i s  s y m m e t r i c .  S i n c e  R  i s  b o u n d e d ,  R 2  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d ,  b y  C o r o l l a r y  3  o f  [ R - R ] ,  









E  £ ( K ) ,  D
1  
E  £ ( M )  a n d  D
2  
E  £ ( N )  ,  
s u c h  t h a t  t h e  D j  a r e  s e l f - a d j o i n t ,  t h e  B j  a r e  s e l f - a d j o i n t ,  t h e  B
j  
a n d  C
j  
a r e  p o s i t i v e  
a n d  i n j e c t i v e  a n d  B
j  
c o m m u t e s  w i t h  C j ,  f o r  j =  1 , 2 ,  a n d  R  i s  u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  
t o  
(




]  D  i D




1  - z 2  
B y  t h e  s p e c t r a l  m a p p i n g  t h e o r e m ,  1  f t  a ( R )  a n d  n e i t h e r  1  n o r  - 1  i s  i n  a ( B I ) .  I f  
w e  s e t  A  =  ( B
1  
+ 1 ) ( B
1  
- 1 ) - \  A
o  
=  ( D
1  
+  1 ) ( D
1  
- 1 ) - \  U  =  ( i B
2  
+ 1 ) ( i B
2  
- 1 ) - \  
U
o  
=  ( i D
2  
+  1 ) ( i D
2  
- 1 ) - 1 ,  B  =  2 C
1
( B ;  _ 1 ) - 1  a n d  C  =  - 2 C
2
( B i  +  1 ) - \  t h e n ,  




a n d  B
2  
a r e  s e l f - a d j o i n t ,  A
o  
a n d  A  a r e  s e l f - a d j o i n t  a n d  U  a n d  U
o  
a r e  u n i t a r y .  S i n c e  
B
j  
c o m m u t e s  w i t h  C j  f o r  j =  1 , 2 ,  A  c o m m u t e s  w i t h  B a n d  U  c o m m u t e s  w i t h  C .  
T o  c o m p l e t e  t h e  p r o o f  i n  t h e  c a s e  w h e n  1  f t  a ( T ) ,  w e  n e e d  t o  s h o w  t h a t  B  a n d C  
c a n  b e  t a k e n  t o  b e  p o s i t i v e  a n d  i n j e c t i v e .  N o t e  t h a t  s i n c e  C 1  a n d  C
2  
a r e  i n j e c t i v e ,  
5 0  




a n d  C
2  
a r e  s e l f - a d j o i n t ,  B a n d  C  a r e  a l s o .  
I f  S I  i s  t h e  s i g n u m  o f  B  ( i . e . ,  S I  =  P E ( ( O , o o ) )  - P E ( ( - o o , O ) )  w h e r e  E  i s  t h e  s p e c t r a l  
m e a s u r e  o f  B ) ,  t h e n  S I  i s  u n i t a r y  a n d  
S I  0 ]  [ A  B ]  [ S I  0 ]  ' "  =  [ A  I B  I ] .  
[  
o  1 0  A - I  0 1  0  A - I  
S i n c e  I B  I c o m m u t e s  w i t h  A ,  w e  m a y  t a k e  B  t o  b e  p o s i t i v e .  A n  a n a l o g o u s  a r g u m e n t  
s h o w s  t h a t  C  m a y  b e  t a k e n  t o  b e  p o s i t i v e .  
N o w ,  i f  - 1  f / .  a ( T ) ,  t h e n  1  f / .  a ( - T ) .  S i n c e  - T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  a n d  
1  f / .  a ( - T ) ,  t h e  c o n c l u s i o n  o f  T h e o r e m  5 . 1  h o l d s  f o r  - T  a s  s h o w n  i n  t h e  f i r s t  p a r t  
o f  t h e  p r o o f .  L e t  A , B , U ,  C ,  A
o  
a n d  U
o  
b e  a s  i n  t h e  c o n c l u s i o n  w i t h  B  ~ 0  a n d  
C  ~ 0  f o r  t h e  i s o s y m m e t r y  - T .  B y  c o n j u g a t i n g  t h e  m a t r i x  o f  ( 5 . 2 )  f o r  - T  b y  
[
- 1  0 ]  [ - 1  0 ]
o  1  E f 7  0  1  E f 7 1 E f 7 1  
w e  s e e  t h a t  t h e  c o n c l u s i o n  o f  T h e o r e m  5 . 1  ( i n c l u d i n g  t h e  c o n s t r a i n t  o n  p o s i t i v i t y )  
h o l d s  f o r  T .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  L e m m a  5 . 3 .  
L e m m a  5 . 5  S u p p o s e  t h a t  T  E  £ ( 1 i ) ,  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  a n d  t h e  c o n c l u s i o n  o f  
T h e o r e m  5 . 1  h o l d s  f o r T .  I f K  i s  a  H i l b e r t  s p a c e ,  E  E  £ ( M l . , M ) ,  a n d  X E  £ ( K ) ,  
t h e n  t h e  o p e r a t o r  
R =  [~ ~] 
i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f  a n d  o n l y  i f  T  E X  =  E  a n d  X  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  
P r o o f .  S i n c e  t h e  c o n c l u s i o n  o f  T h e o r e m  5 . 1  h o l d s  f o r  T ,  R  h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  
5 1  
f o r m  
-




A - I  
0  0  0  0  
l h  
0  0  U  C  0  0  
E k  
( 5 . 6 )  
I  0  








0  0  












0  0  
0  
0  0  X  
. . I  
a c t i n g  o n  H
o
( f )  H
o
( f )  H I  ( f )  H I  ( f ) H
2
( f ) H
3  
( f ) K  w h e r e  A , B , U , C ,  A
o
a n d  U
o
h a v e  t h e  
p r o p e r t i e s  l i s t e d  i n  T h e o r e m  5 . 1 .  B y  a p p l y i n g  L e m m a  4 . 1 0 ,  L e m m a  4 . 1 9  a n d  t h e  
o b s e r v a t i o n  t h a t  










i f  a n d  o n l y  i f  





Z  =  E
2
,  
w e  s e e  t h a t  R  i s  a n  i s o s y m m e t r y  i f  a n d  o n l y  i f  T  E X  =  E  a n d  X  i s  a n  i s 0  s y m m e t r y .  
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  L e m m a  5 . 5 .  
L e m m a  5 . 7  L e t  F  b e  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  a n d  K  b e  a  c o m p a c t  s u b s e t  o f R  U  a D  
s u c h  t h a t  e i t h e r  1  o r  - 1  i s  n o t  a  m e m b e r  o f  K .  F K  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s .  
P r o o f .  B y  L e m m a  4 . 9 ,  w e  m a y  s u p p o s e  t h a t  1  ( j .  u ( T ) .  S i n c e  K  ~ R  U  a D ,  K  i s  
c o m p a c t  a n d  1  ( j .  u ( T ) ,  K  i s  p o l y n o m i a l l y  c o n v e x .  
W e  c l a i m  t h a t  f o r  e v e r y ) .  ( j .  K ,  
( 5 . 8 )  s u p { I I ( R  - ) . ) - 1 1 1  :  R E F }  <  0 0 .  
L e t  R E F  a n d ) ,  ( j .  K .  R  i s  u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  ( 5 . 2 )  f o r  t h e  a p p r o p r i a t e  c h o i c e s  
o f  A , B ,  U , C ,  A
o
a n d  U
o
.  S i n c e ) .  ( j .  u ( R ) ,  ) .  ( j .  u ( A ) ,  t  ( j .  u ( A ) ,  ) .  ( j .  u ( U ) ,  t  ( j .  u ( U ) ,  
5 2  
) .  r t  a ( A
o
)  a n d ) ,  r t  a ( U
o
) .  T h e r e f o r e ,  ( R  - ) . ) - 1  i s  u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  t h e  d i r e c t  
s u m  o f  ( A
o  
- ) . ) - 1 ,  ( U
o  
_  ) . ) - 1 ,  
( A  - ) . ) - 1  - ( A  _  ) . ) - 1 B ( A - l  _  ) . ) - 1  ]  
[  
o  ( A - l  _  ) . ) - 1  
a n d  
( U  - ) . ) - 1  - ( U  _  ) . ) - I G ( U -
1  
_  ) . ) - 1  ]  .  
[  
o  ( U - l  _  ) . ) - 1  
T h e r e f o r e ,  s i n c e  A ,  A
o
,  U  a n d  U
o  
a r e  n o r m a l  a n d  I I B I I  +  I I G I I  : : ;  2 1 1 R I I  : : ;  2 1 1 T I I ,  
I I ( R  - ) . ) - 1 1 1  
<  1  
d i s t ( ) . ,  K )  
+  I I B I I I I ( A  - ) . ) - 1  I I  I I  ( A - l  - ) . ) - 1 1 1  
+  I I G I I I I ( U  - ) . ) - I I I I I ( U -
1
- ) . ) - 1 1 1  
<  1  +  I I B I I  +  I I G I I  
d i s t ( ) . ,  K )  d i s t ( ) . ,  K ) 2  
<  1  2 1 1 T I I  
d i s t ( ) . ,  K )  +  d i s t ( ) . ,  K ) 2  .  
T h u s ,  ( 5 . 8 )  h o l d s .  A n  a p p l i c a t i o n  o f  P r o p o s i t i o n  3 . 1 2  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  L e m m a  
5 . 7 .  
W e  n o w  p r o v e  T h e o r e m  5 . 1 .  L e t  R H P  d e n o t e  t h e  r i g h t  h a l f  p l a n e :  
R H P  =  { ) .  : R e ( ) . )  2 : :  O J .  
P r o o f  o f  T h e o r e m  5 . 1  
L e t  : F  b e  t h e  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  
: F  =  { R :  I I R I I  : : ;  I I T I i  a n d  R  i s  a n  i s o s y m m e t r y } .  
L e t  K  b e  t h e  c o m p a c t  s e t  
K  =  { ) .  E R  U  a D  :  - I I T I I  : 5  R e ( ) . )  : : ;  O }  .  
B y  L e m m a  5 . 7 ,  : F K  i s  a  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s .  L e t  M  b e  t h e  s u b s p a c e  o f  1 £  w h i c h  i s  
m a x i m a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t  M  i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  T I M  E  : F K .  
5 3   
I f M  =  ' H ,  t h e n  T h e o r e m  5 . 1  h o l d s  b y  L e m m a  5 . 3 .  W e  s h a l l  a s s u m e  f o r  t h e  r e s t  o f  
t h e  p r o o f  t h a t  M  f : .  ' H .  T  h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
[
T o  W ]  
o  T
1  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  ' H  =  M  E B  M . 1 .  
W e  f i r s t  c l a i m  t h a t  u ( T
1
)  ~ ( R H P ) - n  ( R  u a n ) .  B y  L e m m a  5 . 5 ,  T
1  
1 S  a n  i s o s y m m e t r y .  S i n c e  b o t h  u ( T )  a n d  u ( T
o
)  a r e  s u b s e t s  o f  R u  a n ,  u ( T
1
)  ~ 
R U  a n .  B y  P r o p o s i t i o n  3 . 2 1 ,  u ( T 1 ) \ ( R H P ) - ~ { 1 } .  I f  1  E  u ( T
1
) ,  t h e n  1  i s a n  
i s o l a t e d  p o i n t  o f  u ( T
1
)  a n d  s o  b y  t h e  R i e s z  D e c o m p o s i t i o n  T h e o r e m  t h e r e  e x i s t s  
a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  N  o f  T
1  
s u c h  t h a t  u ( T
1  
I N )  =  { 1 } .  B u t  t h e n  M  E B  N  
w o u l d  b e  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  T  t o  t h i s  s u b s p a c e  w o u l d  b e  i n  
: F K .  T h i s  w o u l d  c o n t r a d i c t  t h e  m a x i m a l i t y  o f  M .  T h e r e f o r e ,  1  f j .  u ( T
1
)  a n d  s o  
u ( T
1
)  ~ ( R H P ) - n ( R  u a n ) .  
S i n c e  M  E B  ( k e r ( T  - i )  + k e r ( T )  + k e r ( T  + i ) ) - i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  T  
r e s t r i c t e d  t o  t h i s  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  i s  i n  : F K ,  t h e  m a x i m a l i t y  o f  M  i m p l i e s  n e i t h e r  
i , O  n o r  - i  i s  a  m e m b e r  o f  u p ( T
1  
) .  
W e  n o w  c l a i m  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  c o l l e c t i o n  {K:n}~=l o f  s u b s p a c e s  o f  M . 1  
s u c h  t h a t  f o r  e a c h  n a t u r a l  n u m b e r  n ,  K :
n  





)  a n d  
M . 1  = EBn~lK:n. 
S i n c e  T
1  
i s  a n  i s o s y m m e t r y a n d  1  f j .  u ( T
1
) ,  T
1  
h a s  a  d e c o m p o s i t i o n  i n  t h e  f o r m  o f  
( 5 . 2 )  f o r  t h e  a p p r o p r i a t e  c h o i c e s  o f  A ,  B ,  U ,  C ,  A
o  
a n d  U o .  L e t  T
2  
b e  t h e  o p e r a t o r  
o f  ( 5 . 2 )  a n d  L  b e  a  H i l b e r t  s p a c e  i s o m o r p h i s m  s u c h  t h a t  L T
2  





a n d  E
4  
b e  s p e c t r a l  m e a s u r e s  o f  A ,  A
o
, U  a n d  U o ,  r e s p e c t i v e l y .  F o r  e a c h  n a t u r a l  
      
5 4   
n u m b e r  n ,  l e t  
6 . n  =  { - \  E R U  a n  :  ~I:I~ <  R e ( - \ )  ~ "~"} 














)  ~ n~1 a n d  
R e ( U
o








)  r e d u c e s  




)  r e d u c e s  C .  I f  w e  s e t  
























) ,  
t h e n  . I V n  r e d u c e s  T
2  
a n d  t h e  s p a n  o f  t h e  . I V n  i s  d e n s e  s i n c e  n e i t h e r  i ,  0  n o r  - i  i s  a n  
e i g e n v a l u e  o f  T
I  
a n d  a ( T )  c  ( R H P ) - .  N o w ,  i f  J C  
n  
=  L ( . l V
n
) ,  t h e n  M . 1 .  =  f f i n > I J C  
n  
a n d  f o r  e a c h  n ,  J C
n  
r e d u c e s  T
I  
a n d  R e ( - \ )  ~ mf o r  e a c h  - \  E  a ( T
I  
I  J C
n
) .  
S i n c e  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  a n d  a ( T
o
)  C  K ,  L e m m a  5 . 5  i m p l i e s  t h a t  f o r  
e a c h  n ,  
( 5 . 9 )  
T o ( W P J C J ( T I  I J C n )  =  W  P J C n '   
S i n c e  1  t j  { a b  :  a  E  a ( T
o
)  a n d  b E  a ( T
I  
I J C  
n
) } ,  ( 5 . 9 )  a n d  ( 2 . 2 )  i m p l y  t h a t  W  P J C n  =   
o  f o r  e a c h  n .  T h e r e f o r e ,  W  =  0  a n d  t h e  c o n c l u s i o n  o f  T h e o r e m  5 . 1  h o l d s  f o r  T ,   
s i n c e  i t  h o l d s  f o r  b o t h  T o  a n d  T
I  
•  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  5 . 1 .   
L e m m a  5 . 1 0  L e t  T  E  £ ( 1 l ) .  I f  t h e  s p e c t r u m  o f T  i s  n o t  c o n t a i n e d  i n  t h e  u n i t  d i s k  
a n d  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  t h e n  t h e r e  e x i s t s  a  n o n t r i v i a l  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  M  f o r  
T ,  A  E  £ ( M ) ,  E  E  £ ( M . 1 . ,  M ) ,  X  E  £ ( M . 1 . )  s u c h  t h a t  A  i s  s e l f - a d j o i n t ,  X  i s  a n  
i s o s y m m e t r y ,  a ( X )  ~ n - a n d  T  h a s  t h e  b l o c k  o p e m t o r  f o r m  
T = [ :  ~] 
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 l  =  M  f f i  M . 1 .  
P r o o f .  L e t  : F  b e  t h e  f a m i l y  o f  o p e r a t o r s  
: F  =  { R :  I I R I I  ~ I I T I I  a n d  R  i s  a n  i s o s y m m e t r y } .  
5 5  
L e t  r  b e  t h e  s p . e c t r a l  r a d i u s  o f  T .  B y  h y p o t h e s i s ,  r  >  1 .  L e t  K  =  [ - r ,  - 1 ]  U [ 1 ,  r ] .  J {  
i s  p o l y n o m i a l l y  c o n v e x  a n d  F K  i s  a  f a m i l y  b y  L e m m a  5 . 7 .  L e t  J J  b e  a  s u b s p a c e  o f ? - l  
m a x i m a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t  J J  i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  T  I J J  E  F  K .  
L e t  
T =  [ T o  F ]
o  T
1  
b e  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  o f  T  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  
? - l  =  J J f f i J J 1 . .  B y  P r o p o s i t i o n  3 . 2 1 ,  0 ' ( T
1
)  C  D - U { - r , r } .  I T , \  E  0 ' ( T 1 ) \ D - ,  t h e n ,  
b y  t h e  R i e s z  D e c o m p o s i t i o n  T h e o r e m ,  t h e r e  e x i s t s  a  n o n z e r o  s u b s p a c e  ! C  o f  J J 1 .  
w h i c h  i s  i n v a r i a n t  f o r  T
1  
a n d  0 ' ( T
1
)  =  { , \ } .  B u t  t h e n  J J  f f i  ! C  w o u l d  b e  i n v a r i a n t  
f o r  T  a n d  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  T  t o  t h i s  s u b s p a c e  i s  a  m e m b e r  o f  F  K  •  T h i s  w o u l d  
c o n t r a d i c t  t h e  m a x i m a l i t y  o f  J J .  T h e r e f o r e ,  0 ' ( T
1
)  ~ D - .  N o w ,  b y  T h e o r e m  5 . 1 ,  T  
h a s   t h e  b l o c k  o p e r a t o r  d e c o m p o s i t i o n  
A  0 0  0
o  W I  
o 1  B  0
o  W
2  
o 0 1  0 o  W
3
T =  
o 0  0 - 1  
C W
4  
o 0 0  0  
- 1  W
s  
o 0 0  0 o  W
6  
w i t h  r e s p e c t  t o  a  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  ? - l  =  ? - l o  f f i ? - l l  f f i ? - l l  f f i  ? - l 2  f f i  1 : £ 2  f f i  ? - l 3  
w h e r e  A  i s  s e l f - a d j o i n t  a n d  B ,  C  a n d  t h e  W ' s  a r e  o p e r a t o r s  o n  t h e  a p p r o p r i a t e  
s p a c e s .  B y  s e t t i n g  J J  = ? - l o ,  
E = [ O  0 0 0  W I ]  
a n d  
1  B  0 o  W
2  
0 1 0  o  W
3  
x =  
o  0  - 1  C W
4  
o 0  0  
- 1  W
s  
0 0 0  
o  W
6  
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L e m m a  4 . 1 0  i m p l i e s  t h a t  t h e  c o n c l u s i o n s  o f  L e m m a  5 . 1 0  h o l d .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  
p r o o f  o f  L e m m a  5 . 1 0 .  
W e  t u r n  o u r  a t t e n t i o n  t o  c l a s s i f y i n g  i s o s y m m e t r i e s  w h i c h  a r e  c o n t r a c t i o n s .  
W e  w i l l  g i v e  t w o  d i f f e r e n t  p r o o f s  o f  t h e  r e s u l t  ( P r o p o s i t i o n  5 . 1 8 ) .  B o t h  o f  t h e s e  
p r o o f s  w i l l  b e  b a s e d  u p o n  T h e o r e m  5 . 1  a n d  t e c h n i q u e s  i n v o l v i n g  C a l k i n  a l g e b r a s .  
T h e  f i r s t  p r o o f  r e q u i r e s  a  l i m i t  o f  c o n t r a c t i o n s  i n  t h e  s t r o n g  o p e r a t o r  t o p o l o g y ,  
g i v e s  a n  e x p l i c i t  l i f t  f o r  a  f i n i t e l y  c y c l i c  c o n t r a c t i v e  i s o s y m m e t r y  a n d  u s e s  t h e  
A r v e s o n  E x t e n s i o n  T h e o r e m  [ A g 5 ] .  T h e  s e c o n d  p r o o f  r e l i e s  o n  a  c h a r a c t e r i z a t i o n  
o f  s u b n o r m a l  c o n t r a c t i o n s [ A g 4 ]  a n d  t h e  A r v e s o n  E x t e n s i o n  T h e o r e m  [ A g 5 ] .  
W e  f i r s t  s h o w  t h a t  a  f i n i t e l y  c y c l i c  c o n t r a c t i v e  i s o s y m m e t r y  i s  e s s e n t i a l l y  
n o r m a l .  L e t  J C ( ' H )  d e n o t e  t h e  n o r m  c l o s e d  i d e a l  o f  c o m p a c t  o p e r a t o r s  i n  £ ( ' H ) .  
L e m m a  5 . 1 1  1 f T  E  £ ( ' H ) ,  T  i s  f i n i t e l y  c y c l i c ,  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y  a n d  T  i s  a  
c o n t r a c t i o n ,  t h e n  T  i s  e s s e n t i a l l y  n o r m a l  a n d  G ' e ( T )  ~ [ - 1 , 1 ]  U a n .  
P r o o f .  L e t  [ {  =  [ - 1 , 1 ]  U  a n  a n d  7 1 " 0  :  £ ( ' H )  - - +  £ ( ' H ) j J C ( ' H )  b e  t h e  n a t u r a l  
m a p .  S i n c e  £ ( ' H )  j  J C ( ' H )  i s  a  u n i t a l  C * - a l g e b r a ,  t h e r e  e x i s t  a  H i l b e r t  s p a c e  M  
a n d  a n  i n j e c t i v e  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n  7 1 "  :  £ ( ' H ) j J C ( ' H )  - - +  £ ( M ) .  S i n c e  T  i s  
a  f i n i t e l y  c y c l i c  c o n t r a c t i v e  i s o s y m m e t r y ,  P r o p o s i t i o n  1 . 1 2  i m p l i e s  t h a t  G '  e ( T )  ~ 
K  a n d  s o  7 I " ( 7 I " 0 ( T ) )  i s  a  c o n t r a c t i v e  i s o s y m m e t r y  w i t h  s p e c t r u m  i n  K .  T h u s ,  b y  
T h e o r e m  5 . 1 ,  7 I " ( 7 I " 0 ( T ) )  i s  n o r m a l  a n d  s o  7 I " ( 7 I " 0 ( T * T - T T * ) )  =  O .  S i n c e  7 1 "  i s  i n j e c t i v e ,  
7 I " o ( T * T  - T T * )  =  0  a n d  T  i s  e s s e n t i a l l y  n o r m a l .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  L e m m a  
5 . 1 1 .  
T h e  f o l l o w i n g  t e c h n i c a l  l e m m a  w i l l  b e  i n v o k e d  s e v e r a l  t i m e s .  
L e m m a  5 . 1 2  I f  P  E  £ ( ' H ) ,  P  i s  p o s i t i v e ,  X  E  £ ( ' H )  a n d  R e ( X )  ~ 0 ,  t h e n  P X  
d o e s  n o t  h a v e  a n y  n e g a t i v e  e i g e n v a l u e s .  
5 7  
P r o o f .  L e t  t  >  0  a n d  h  E  1 i  b e  s u c h  t h a t  P  X  h  =  - t h o  W e  w i s h  t o  s h o w  t h a t  
h  =  O .  S i n c e  P  i s  p o s i t i v e ,  
( X h , h )  =  ( X h , P X h )
( 5 . 1 3 )  
.  : s ;  O .  
S i n c e  R e ( X )  2 :  0  a n d  ( X h ,  h )  E  R ,  
( X h ,  h )  =  R e ( X h ,  h )  =  ( R e ( X ) h ,  h )  2 :  O .  
T h u s ,  b y  ( 5 . 1 3 ) ,  ( P X h , X h )  =  O .  S i n c e  P  i s  p o s i t i v e ,  P X h  =  0  a n d  h  =  - t P X h  =  
o .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  L e m m a  5 . 1 2 .  
W e  n o w  p r o v e  t h e  f o l l o w i n g  l e m m a  w h i c h  w i l l  p l a y a  k e y  r o l e  i n  t h e  f i r s t  
p r o o f  o f  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  i s o s y m m e t r i e s  w h i c h  a r e  c o n t r a c t i o n s .  
L e m m a  5 . 1 4  1 f T  E  £ ( 1 i ) ,  T  i s  a  f i n i t e l y  c y c l i c  i s o s y m m e t r y  a n d  T  i s  a  c o n t r a c -
t i o n ,  t h e n  ( T * ) n T n  c o n v e r g e s  i n  t h e  s t r o n g  o p e r a t o r  t o p o l o g y  t o  a  p o s i t i v e  c o n t r a c -
t i o n  P  s u c h  t h a t  T *  P T  =  P ,  k e r ( 1  - P )  =  k e r ( 1  - T * T ) ,  ( 1  - P ) ( 1  - T )  2 :  0  a n d  
( 1  - P ) ( l  +  T )  2 :  o .  
P r o o f .  S i n c e  T  i s  a  c o n t r a c t i o n ,  1  - T * T  2 :  0  a n d  
T * n T n  - T * ( n + l ) T
n
+ t  =  T * n ( 1  - T * T ) T
n  
2 :  0  
f o r  a l l  n  2 :  1 .  T h u s ,  
( 5 . 1 5 )  
1  2 :  T * T  2 :  T * 2 T
2  
2 :  . . .   
a n d  T * n T n  c o n v e r g e s  i n  t h e  s t r o n g  o p e r a t o r  t o p o l o g y  t o  a  p o s i t i v e  c o n t r a c t i o n  P   
( [ B e ] , P r o p o s i t i o n  1 . 1 ) .  
T o  s e e  t h a t  T *  P T  =  P ,  n o t e  t h a t  f o r  h ,  k  E  1 i ,  
( T *  P T h ,  k )  =  ( P T h ,  T k )  
5 8   
l i m  ( T * n T ( n + I ) h  T k )
n - + ( X )  ,  
l i m  ( T * ( n + I ) T n + l h  k )  
n~oo '  
( P h ,  k )  .  
T o  s e e  t h a t  k e r ( 1 - P )  = k e r ( 1 - T * T ) ,  n o t e  t h a t  s i n c e  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  
L e m m a  4 . 2 7  i m p l i e s  t h a t  T  h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
( 5 . 1 6 )  T  =  [~ ~]
 
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 - l  =  M  E B M . L  w h e r e  M  =  k e r ( 1 - 
T * T ) ,  V  E  £ ( 1 - l ) ,  V  i s  a n  i s o m e t r y  a n d  V *  E  =  O .  U s i n g  t h e  d e c o m p o s i t i o n  ( 5 . 1 6 )  
y i e l d s  
p=[~ ~].
 
T h u s ,  k e r ( l  - T * T )  =  M  ~ k e r ( 1  - P ) .  O n  t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  h  E  k e r ( 1  - P ) ,  t h e n  
( 5 . 1 5 )  i m p l i e s  t h a t  
I I h l l 2  =  ( P h ,  h )  =  l i m  ( T * n T n h ,  h )  : : ;  ( T * T h ,  h )  : : ;  I l h 1 1
2
.  
n  . . . . . o o  
T h e r e f o r e ,  I l h l l  =  I I T * T h l i  a n d ,  s i n c e  T  i s  a  c o n t r a c t i o n ,  h  E  k e r ( 1  - T * T ) .  T h u s ,  
k e r ( 1  - P )  =  k e r ( 1  - T * T ) .  
F i n a l l y ,  l e t  s  b e  e i t h e r  1  o r  - 1 .  I n  o r d e r  t o  s h o w  t h a t  ( 1 - P ) ( 1 - s T )  ~ 0 ,  
w e  w i l l  s h o w  t h a t  f o r  a l l  n  ~ 1 ,  
( 5 . 1 7 )  
( 1  - T * n T
n
) ( 1  - s T )  ~ 0 .  
F i r s t ,  n o t e  t h a t  
1 - y n x n
( 1  - y n
x
n ) ( 1  - s x )  
- ( 1 - y x )  ( 1 - s x )
1 - y x  
n - l  
- ( 1 - y x ) ( L :  
y
i  x i ) ( 1  - s x )  
i = O  
n - l  
- ( 1 - y x ) ( L :  X  
2 i  
) ( 1  - s x )  
i = O  
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m o d u l o  t h e  i d e a l  g e n e r a t e d  b y  ( y x - 1  ) ( y - x ) .  T h e r e f o r e ,  s i n c e  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  
P r o p o s i t i o n  1 . 1 0  i m p l i e s  
( 1  - T * n T
n
) ( l  - s T )  =  
T h u s ,  b y  L e m m a  4 . 7 ,  ( 1  - T * n T n ) ( l  -
n - l  
( 1  - T * T ) ( E  T  
2
i ) ( 1  -
i = O  
s T )  i s  s e l f - a d j o i n t .  
s T ) .  
S i n c e  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  a  c o n t r a c t i o n  a n d  f i n i t e l y  c y c l i c ,  L e m m a  
5 . 1 1  i m p l i e s  t h a t  T  i s  e s s e n t i a l l y  n o r m a l  a n d  a n d  o A T )  ~ [ - 1 , 1 ]  U  a D .  S i n c e  
( l - N * n N n  ) ( l - s N )  ~ 0  f o r  a l l  n o r m a l  o p e r a t o r s  N  w h i c h  a r e  b o t h  c o n t r a c t i o n s  a n d  
i s o s y m m e t r i e s ,  t h e  s a m e  i s  t r u e ,  b y  P r o p o s i t i o n  3 . 2 9 ,  f o r  s u b n o r m a l  i s o s y m m e t r i e s  
w h i c h  a r e  c o n t r a c t i o n s .  B y  [ B - D - F ] ,  t h e r e  e x i s t  R  E  £ ( 1 1 . )  a n d  K  E  £ ( 1 1 . )  s u c h  
t h a t  R  i s  a  c o n t r a c t i v e  s u b n o r m a l  i s o s y m m e t r y ,  K  i s  c o m p a c t  a n d  T  =  R  +  J { .  
T h e r e f o r e ,  ( 1  - T * n T n ) ( l  - s T )  i s  a  c o m p a c t  p e r t u r b a t i o n  o f  t h e  p o s i t i v e  o p e r a t o r  
( l - R * n R n ) ( l - s R ) .  B y  W e y l ' s  T h e o r e m  ( [ R - R 2 ] '  T h e o r e m  0 . 1 0 ) ,  i f  ( l _ ! * n T n ) ( l _  
s T )  d o e s  n o t  p o s s e s s  a n y  n e g a t i v e  e i g e n v a l u e s ,  t h e n  ( 5 . 1 7 )  h o l d s .  S i n c e  T  i s  a  
c o n t r a c t i o n ,  1  - T * n T n  ~ 0  a n d  R e ( l  - s T )  ~ o .  T h e r e f o r e ,  b y  L e m m a  5 . 1 4 ,  
( 1 - T * n T n ) ( l - s T )  d o e s  n o t  p o s s e s s  a n y  n e g a t i v e  e i g e n v a l u e s .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  
p r o o f  o f  L e m m a  5 . 1 4 .  
T h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n  c l a s s i f i e s  c o n t r a c t i v e  i s o s y m m e t r i e s .  T  E  £ ( 1 1 . )  
w i l l  b e  c a l l e d  c y c l i c  i f  t h e r e  e x i s t s  
s u b s p a c e  f o r  T  c o n t a i n i n g  I  i s  1 1 . .  
a  v e c t o r  I  s u c h  t h a t  t h e  s m a l l e s t  i n v a r i a n t  
P r o p o s i t i o n  5 . 1 8  I f  T  E  £ ( 1 1 . )  ,  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  a n d  T  i s  a  c o n t r a c t i o n ,  
t h e n  T  i s  u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  a n  o p e r a t o r  o f  t h e  f o r m  
( 5 . 1 9 )  
( A E B U )  1 M  
w h e r e  A  i s  s e l f - a d j o i n t ,  I I A I I  : : : ;  1  a n d  U  i s  u n i t a r y  a n d  M  i s  a " ; '  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  
f o r  A E B  u .  
6 0   
P r o o f .  S i n c e  a n  o p e r a t o r  T  E  £ ( 1 - £ )  i s  s u b n o r m a l  i f  a n d  o n l y  i f ,  f o r  e a c h  n o n z e r o  
v e c t o r  I  E  1 - £ ,  T  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s m a l l e s t  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  T  c o n t a i n i n g  I  
i s  s u b n o r m a l  [ C 2 ] ,  i t  s u f f i c e s  t o  a s s u m e  t h a t  T  i s  c y c l i c .  W e  w i l l  f i r s t  c o n s t r u c t  
a  s e l f - a d j o i n t  o p e r a t o r  A  a n d  a  u n i t a r y  o p e r a t o r  U  a n d  t h e n  g i v e  a n  i n t e r t w i n i n g  
i s o m e t r y .  
B y  L e m m a  5 . 1 4 ,  T * n T n  c o n v e r g e s  i n  t h e  s t r o n g  o p e r a t o r  t o p o l o g y  t o  a  
p o s i t i v e  c o n t r a c t i o n  P .  
W e  f i r s t  c o n s t r u c t  a  H i l b e r t  s p a c e  ! C  a n d  U  E  £ ( ! C ) .  L e t  ! C o  =  r a n ( P l / 2 ) - .  
S i n c e  
I I P l / 2 T h I l 2  =  ( T *  P T h ,  h )  =  ( P h ,  h )  =  I I P 1 / 2 h 1 1 2  ,  
t h e r e  e x i s t  a n  i s o m e t r y  V  E  £ ( ! C
o
)  s a t i s f y i n g  t h e  r e l a t i o n  








T h ,  
h  E  1 - £ .  
B y  [ F ] ,  t h e r e  e x i s t s  a  H i l b e r t  s p a c e  ! C  c o n t a i n i n g  ! C o  a n d  a  u n i t a r y  o p e r a t o r  U  E  
£ ( ! C )  s u c h  t h a t  ! C o  i s  i n v a r i a n t  f o r  U  a n d  U  I ! C o  =  V .  
N o w ,  l e t  A
o  
:  r a n ( l  - P ) 1 / 2  - - +  r a n ( l  - P ) 1 / 2  b e  d e f i n e d  b y  
A
o
( l  - P ) 1 / 2  h  =  ( 1  _  P ) 1 / 2 T h ,  
h E 1 - £ .  
A
o  
i s  w e l l - d e f i n e d  s i n c e  k e r ( l  - P ) 1 / 2  =  k e r ( l  - P )  =  k e r ( l  - T * T )  i s  i n v a r i a n t  f o r  
T  b y  L e m m a  4 . 2 7 .  T h e  f o l l o w i n g  t w o  c o m p u t a t i o n s  f o l l o w  f r o m  L e m m a  5 . 1 4  a n d  
p r o v e  t h a t  A
o  
i s  s y m m e t r i c  a n d  I I A o l 1  ~ 1 .  
2
1 1 ( 1  - P ) l / 2 h I l  - ( A
o
( 1 - P ) 1 / 2 h ,  ( 1  - P ) 1 / 2 h )  
( ( 1  - P ) h ,  h )   
- ( ( 1  - P ) 1 / 2 T h ,  ( 1  _  P ) 1 / 2 h )   
- ( ( 1  - P ) ( l  - T ) h ,  h )   
> 0   
( A
o
( l  - P ) l / 2 h ,  ( 1  - P ) l / 2 h )  +  1 1 ( 1  - P ) l / 2 h I 1 2  
( ( 1  - P ) I / 2 T h ,  ( 1  - P ) l / 2 h )  
+ ( ( 1  - P ) h ,  h )  
( ( 1  - P ) ( T  +  l ) h ,  h )  
> 0  
S i n c e  I I A o l 1  : : : ;  1  a n d  A o  i s  s y m m e t r i c ,  A D  e x t e n d s  b y  c o n t i n u i t y  t o  a  s e l f -
a d j o i n t  c o n t r a c t i o n  A  E  £ ( J )  w h e r e  J  =  ( r a n ( l  _  P ) I / 2 ) - .  
F i n a l l y ,  i f  L  :  £ ( H )  - - - +  £ ( J  E E l  K )  i s  d e f i n e d  d e n s e l y  b y  
p l / 2 h  ]  
L ( h )  =  
[  
( 1 _  P ) I / 2 h  '  
t h e n  L  i s  a n  i s o m e t r y  a n d  
U  0 ]  [ u  0 ]  [  p l / 2 h  ] [  p l / 2 T h  ]  
[
o  A  L h  - L T h  = 0  A  ( 1  - P ) l / 2 h  - ( 1  - P ) l / 2 T h  
U p l / 2 h  - p l / 2 T h  ]  
-
[  
A ( l  - P ) I / 2 h  - ( 1 - P ) I / 2 T h  
- [~]. 
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  5 . 1 8 .  
W e  n o w  g i v e  a  s e c o n d  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  5 . 1 8 .  
P r o o f  2  o f  P r o p o s i t i o n  5 . 1 8  .  L e t  T  b e  a n  i s o s y m m e t r y  w h i c h  i s  a  c o n t r a c t i o n .  
P r o p o s i t i o n  5 . 1 8  w i l l  f o l l o w  f r o m  P r o p o s i t i o n  3 . 2 9  o n c e  i t  h a s  b e e n  s h o w n  t h a t  T  
i s  s u b n o r m a l .  B y  [ A g 4 ] ,  s i n c e  T  i s  a  c o n t r a c t i o n ,  T  i s  s u b n o r m a l  i f  a n d  o n l y  i f  f o r  
e a c h  n  ~ 1 ,  
( 5 . 2 0 )  
( 1  - y x t ( T )  ~ o .  
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N o w ,  
( 1  - y x t + 2   
( 1 - y x t ( l - y x ?  
( 1  - y
x
t ( 1 - x
2
?  
( 1  - y 2 ) ( 1  - y x t ( 1 - x
2
)  
m o d u l o  t h e  i d e a l  g e n e r a t e d  b y  ( y x  - 1 ) ( y  - x ) .  T h u s ,  b y  P r o p o s i t i o n  1 . 2 ,  
( 1  - y x t + 2 ( T )  =   ( 1 - T * 2 ) ( ( 1  - y x t ( T ) ) ( l  - T  
2
) .  
T h u s ,  w e  n e e d  o n l y  s h o w  ( 5 . 2 0 )  f o r  n  =  1  a n d  n  =  2 .  S i n c e  T  i s  a  c o n t r a c t i o n ,  
( 5 . 2 0 )  h o l d s  f o r   n  = 1 .  S i n c e  ( 1  - y x ? ( T )  i s  s e l f - a d j o i n t ,  w e  n e e d  o n l y  s h o w  t h a t  
( 5 . 2 1 )   
0 " ( ( 1 - T * T ) ( l - T 2 ) )  n ( - 0 0 , 0 )  =  < p .  
S i n c e  ( l - N * N ) ( 1 - N 2 )  ~ 0  f o r  a n y  i s o s y m m e t r y  w h i c h  i s  b o t h  s u b n o r m a l  
a n d  a  c o n t r a c t i o n ,  L e m m a  5 . 1 1  i m p l i e s  t h a t  ( 1 - T * T ) ( 1 - T 2 )  i s  e s s e n t i a l l y  p o s i t i v e .  
B y  L e m m a  5 . 1 2 ,  ( 1  - T * T ) ( l  - T 2 )  h a s  n o  n e g a t i v e  e i g e n v a l u e s  s i n c e  1  - T * T  ~ 0  
a n d  R e ( l  - T 2 )  ~ 0  ( T  i s  a  c o n t r a c t i o n ) .  T h e r e f o r e ,  b y  W e y l ' s  t h e o r e m ,  ( 5 . 2 0 )  
h o l d s  f o r  n  =  2 .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  s e c o n d  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  5 . 1 8 .  
T h e  c l a s s i f i c a t i o n  o f  c o n t r a c t i v e  i s o s y m m e t r i e s  l e a d s  t o  t h e  c l a s s i f i c a t i o n  
o f  h y p o n o r m a l  i s o s y m m e t r i e s .  
P r o p o s i t i o n  5 . 2 2  L e t  T  E  £ ( ' H ) .  T  i s  b o t h  a  i s o s y m m e t r y  a n d  h y p o n o r m a l  i f  a n d  
o n l y  i f  T  i s  u n i t a r i l y  e q u i v a l e n t  t o  
( 5 . 2 3 )   
( A  f f i  U )  1 M  
f o r  s o m e  s e l f - a d j o i n t  o p e r a t o r  A ,  s o m e  u n i t a r y  o p e r a t o r  U  a n d  a n  ' i n v a r i a n t  s u b s p a c e  
M  f o r  A  f f i  U .  
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P r o o f .  B y  L e m m a  5 . 1 0 ,  t h e r e  e x i s t s  a  H i l b e r t  s p a c e  M  s u c h  t h a t  T  h a s  t h e  b l o c k  
o p e r a t o r  f o r m  
[ :  ~] 
w h e r e  A  E  £ ( M ) ,  A  i s  s e l f - a d j o i n t ,  E  E  £ ( M . L ,  M ) ,  X  E  £ ( M . L ) ,  X  i s  a n  
i s o s y m m e t r y  a n d  e r ( T )  ~ D - .  S i n c e  T  i s  h y p o n o r m a l  a n d  A  i s  s e l f - a d j o i n t ,  E  =  O .  
T h e r e f o r e ,  X  i s  h y p o n o r m a l  a n d  s o  X  i s  a  c o n t r a c t i o n .  T h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  
5 . 2 2  i s  c o m p l e t e  b y  a n  a p p l i c a t i o n  o f  P r o p o s i t i o n  5 . 1 8 .  
W e  n o w  c l a s s i f y  i s o s y m m e t r i e s  T  s u c h  t h a t  e i t h e r  I m ( T )  2 : :  0  o r  
I m ( T ) : C : : ;  O .  
L e m m a  5 . 2 4  L e t  T  E  £ ( 1 - £ ) .  I f  I m ( T )  2 : :  0  a n d  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y )  t h e n  T  
l i f t s  t o  a  n o r m a l  o p e r a t o r  w h i c h  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  
P r o o f .  T h e  p r o o f  o f  L e m m a  5 . 2 4  w i l l  f o l l o w  f r o m  a  s e q u e n c e  o f  t h r e e  r e d u c t i o n s .  
R e d u c t i o n  1 .  H  L e m m a  5 . 2 4  h o l d s  f o r  a l l  T  s u c h  t h a t  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  
I  m ( T )  2 : :  0  a n d  e r ( T )  ~ D - ,  t h e n  L e m m a  5 . 2 4  h o l d s  f o r  a l l  i s o s y m m e t r i e s  T  s u c h  
t h a t  I m ( T )  2 : :  o .  
S u p p o s e  t h a t  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  I m ( T )  2 : :  0  a n d  e r ( T )  < 1 : .  D - .  B y  
L e m m a  5 . 1 0 ,  t h e r e  e x i s t s  a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  M  f o r  T  s u c h  t h a t  T  h a s  t h e  b l o c k  
o p e r a t o r  f o r m  
( 5 . 2 5 )  T  =  [ :  ~]
 
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 {  = M  E E l  M . L  w h e r e  A  E  £ ( M ) ,   
A  i s  s e l f - a d j o i n t ,  E  E  £ ( M . L ,  M ) ,  X  E  £ ( M . L ) ,  e r ( X )  ~ D - a n d  X  i s  a n  i s o s y m - 
m e t r y .  S i n c e  I m ( T )  2 : :  0  a n d  A  i s  s e l f - a d j o i n t ,  E  =  O .  T h e r e f o r e ,  ! m ( X )  2 : :  0  a n d   
X  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  T h u s ,  b y  t h e  h y p o t h e s i s  o f  R e d u c t i o n  1 ,  X  i s  s u b n o r m a l .  
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T h i s  s h o w s  t h a t  T  =  A  E D  X  i s  s u b n o r m a l  a n d  s o  b y  P r o p o s i t i o n  3 . 2 9  t h e  c o n c l u s i o n  
o f  P r o p o s i t i o n  5 . 2 4  h o l d s  f o r  T .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  R e d u c t i o n  1 .  
R e d u c t i o n  2 .  H  L e m m a  5 . 2 4  h o l d s  f o r  a l l  T  s u c h  t h a t  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  
I m ( T )  ~ 0 ,  u ( T )  ~ D - a n d 0  f / .  u p ( I m ( T ) ) ,  t h e n  L e m m a  5 . 2 4  h o l d s  f o r  a l l  
i s o s y m m e t r i e s  T  s u c h  t h a t  I m ( T )  ~ O .  
S u p p o s e  t h a t  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  I m ( T )  ~ 0  a n d  u ( T )  ~ D - .  L e t  
M  =  k e r ( I m ( T ) ) .  I f  M  =  { O }  o r  M  =  1 i ,  t h e n  L e m m a  5 . 2 4  h o l d s  f o r  T  b y  t h e  
h y p o t h e s i s  o f  R e d u c t i o n  2  o r  L e m m a  4 . 7 .  S u p p o s e  t h a t  M  f = .  { O }  a n d  M  f = .  1 i .  
N o w ,  i f  h E M ,  t h e n  
( I m ( T ) T h ,  T h )  =  ( T * I m ( T ) T h ,  h )  =  ( I m ( T ) h ,  h )  =  O .  
S i n c e  I m ( T )  ~ 0 ,  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  i m p l i e s  t h a t  M  i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  s o  T  
h a s  t h e  b l o c k  o p e r a t o r  f o r m  
( 5 . 2 6 )  T  =  [~ ~] 
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  H i l b e r t  s p a c e  d e c o m p o s i t i o n  1 i  =  M  E E l  M  1 .  w h e r e  A  i s  s e l f -
a d j o i n t ,  I m ( X )  i s  i n j e c t i v e  a n d  X  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  S i n c e  I m ( T )  ~ 0  a n d  A  i s  
s e l f - a d j o i n t ,  ( 5 . 2 6 )  i m p l i e s  t h a t  E  =  O .  T h e r e f o r e ,  I m ( X )  ~ 0  a n d ,  b y  t h e  h y p o t h -
e s i s  o f  R e d u c t i o n  2 ,  X  i s  s u b n o r m a l .  T h i s  s h o w s  t h a t  T  =  A  E E l  X  i s  s u b n o r m a l  a n d  
s o ,  b y  P r o p o s i t i o n  3 . 2 9 ,  t h e  c o n c l u s i o n  o f  L e m m a  5 . 2 4  h o l d s  f o r  T .  T h i s  c o m p l e t e s  
t h e  p r o o f  o f  R e d u c t i o n  2 .  
R e d u c t i o n  3 .  L e m m a  5 . 2 4  h o l d s  f o r  a l l  T .  
B y  R e d u c t i o n  2  a n d  P r o p o s i t i o n  3 . 2 9 ,  w e  n e e d  o n l y  s h o w  t h a t  i f  T  i s  a n  
i s o s y m m e t r y ,  I m ( T )  ~ 0 ,  u ( T )  ~ D - a n d  0  f / .  u p ( I m ( T ) ) ,  t h e n  T  i s  s u b n o r m a l .  
F i r s t  s u p p o s e  t h a t  T  i s  f i n i t e l y  c y c l i c .  L e t  7 1 " 0  :  £ ( 1 i )  - +  , £ ( 1 i ) j J C ( 1 i )  b e  
t h e  n a t u r a l  m a p .  S i n c e  £ ( 1 i )  j  J C ( 1 i )  i s  a  u n i t a l  C * - a l g e b r a ,  t h e r e  e x i s t  a  H i l b e r t  
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s p a c e  M  a n d  a n  i n j e c t i o n  u n i t a l  * - r e p r e s e n t a t i o n  1 r  :  . c ( ? - l ) j K ( ? - l )  ~ . c ( M ) .  B y  
T h e o r e m  5 . 1 ,  a " e ( T )  ~ a n U [ - 1 ,  1 ]  a n d  1 r o  i s  n o r m a l .  T h u s ,  1 r ( 1 r o ( T ) )  i s  n o r m a l  a n d  
a ( 1 r ( 1 r o ( T ) ) )  ~ I < .  T h e r e f o r e ,  1 r ( 1 r o ( T ) )  i s  a  c o n t r a c t i o n  a n d  1 r ( 1 r o ( l  - T * T ) )  ~ O .  
S i n c e  1 r  i s  i n j e c t i v e ,  1 r o ( 1 - T * T )  ~ 0 a n d  s o  1 - T * T  i s  e s s e n t i a l l y  p o s i t i v e .  
L e t  V  b e  a  p a r t i a l  i s o m e t r y  s u c h  t h a t  T  =  V  I T  I .  
W e  n o w  c l a i m  t h a t  1  - T * T  d o e s  n o t  h a v e  a n y  n e g a t i v e  e i g e n v a l u e s .  S u p -
p o s e  t h a t  t >  0 ,  h  E  ? - l  a n d  ( 1 - T * T ) h  =  - t h o  N o w ,  P h  =  V f + 1 h  a n d  s o  
t P V * h  =  T * ( t h )  =  T * 6 .
T  
h  =  6 .
T  
T h  =  ( P
2  
- l ) V P h  =  V f + 1 ( P
2  
- l ) V h .  
T h e r e f o r e ,  
t V f + 1 ( V * h , h )  =  t ( V * h , V f + 1 h )  
- t ( V * h ,  P h )  
t ( P V * h ,  h )  
_  V f + 1 ( ( P
2  
- l ) V h ,  h )  
_  V f + 1 ( V h ,  ( P
2  
- l ) h )  
- V f + 1 ( V h ,  t h )  
- t V f + 1 ( V h ,  h )  .  
T h u s ,  ( V h ,  h )  E  R a n d  
( I m ( T ) h ,  h )  =  I m ( ( T h ,  h ) )  =  I m ( ( V P h ,  h ) )  =  t I m ( ( V h ,  h ) )  =  O .  
S i n c e  I m ( T )  ~ 0 ,  t h e  a b o v e  e q u a t i o n  i m p l i e s  t h a t  I m ( T ) h  =  O .  S i n c e  w e  a s s u m e d  
t h a t  0  ~ a p ( I m ( T ) ) ,  h  =  O .  I n  s u m m a r y ,  1  - T * T  d o e s  n o t  h a v e  a n y  n e g a t i v e  
e i g e n v a l u e s .  
N o w ,  s i n c e  1 - T * T  i s  s e l f - a d j o i n t ,  e s s e n t i a l l y  p o s i t i v e  a n d  h a s  n o  n e g a t i v e  
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e i g e n v a l u e s ,  1 - T * T  ~ O .  B y  P r o p o s i t i o n  5 . 1 8 ,  t h e  c o n c l u s i o n  o f  L e m m a  5 . 2 4  h o l d s  
f o r  T .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  R e d u c t i o n  3  a n d  t h e  p r o o f  o f  L e m m a  5 . 2 4 .  
A s  a  s i m p l e  c o r o l l a r y  o f  L e m m a  5 . 2 4  a n d  L e m m a  4 . 9 ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l -
l o w i n g .  
L e m m a  5 . 2 7  L e t  T  E  £ ( H ) .  I f  I m ( T )  ~ 0  a n d  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  t h e n  T  
l i f t s  t o  a  n o r m a l  o p e r a t o r  w h i c h  i s  a n  i s o s y m m e t r y .  
W e  n o w  c l a s s i f y  a l l  i s o s y m m e t r i e s  T  s u c h  t h a t  T * T  ~ 1 .  
T h e o r e m  5 . 2 8  L e t  T  b e  a n  i s o s y m m e t r y .  I f T * T  ~ 1 ,  t h e n  T  i s  ( u n i t a r i l y  e q u i v -
a l e n t  t o )  
( 5 . 2 9 )  
[~ ~]IM
 
w h e r e  V  i s  a n  i s o m e t r y ,  A  i s  s e l f - a d j o i n t ,  r a n ( E ) - =  k e r ( V * ) ,  E *  E  + A 2  =  I I T * T I I  
a n d  M  i s  a n  i n v a r i a n t  s u b s p a c e  f o r  t h e  a b o v e  b l o c k  o p e r a t o r .  
P r o o f .  
I f  I I T * T I I  ~ 1 ,  t h e n  T  i s  a  c o n t r a c t i o n .  I f  T  i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  T  i s  
a  c o n t r a c t i o n  a n d  T * T  ~ 1 ,  t h e n  b y  P r o p o s i t i o n  5 . 1 8 ,  T  i s  s u b n o r m a l .  S i n c e  T  
i s  s u b n o r m a l  a n d  T * T  ~ 1 ,  T  i s  a n  i s o m e t r y  a n d  t h e  c o n c l u s i o n  o f  T h e o r e m  5 . 2 8  
h o l d s .  F o r  t h e  r e s t  o f  t h e  p r o o f ,  w e  s h a l l  a s s u m e  t h a t  I I T * T I I  >  1 .  
1  
R e c a l l  t h a t  ~T =  T * T  - 1 .  L e t  u  =  II~TI12. 
W e  w i l l  a t t a c h  t o  t h e  i s o s y m m e t r y  T  a  c e r t a i n  s e l f - a d j o i n t  o p e r a t o r  A  a n d  
a  c e r t a i n  c o n t r a c t i o n  C .  T h e  e x t e n s i o n  o f  T  w i l l  b e  c o n s t r u c t e d  f r o m  A  a n d  a n  
i s o m e t r i c  d i l a t i o n  S  o f  C * .  
L e t  T  E  £ ( H ) ,  s e t  




! .  
2  
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a n d  l e t  
H
o  
=  ( r a n  8 ) - .  
D e f i n e  C o :  ( r a n  8 T )  +  ( H
o  
8  ( r a n  8 T ) )  - +  H
o  
b y  
C
o
( 8 T x )  =  8 x ,  x  E  H ,  
a n d  
C o  I H
o
8  ( r a n  8 T ) - =  O .  
T o  s e e  t h a t  C o  i s  w e l l  d e f i n e d  a n d  e x t e n d s  b y  c o n t i n u i t y  t o  a  c o n t r a c t i o n  
C :  H
o  
- +  H
o
,  




T  _  8
2  
- ( y x  - 1 ) ( 1  - 2 ( Y X  - l ) ) ( T )
( 7  
1 (  2
( y x  - 1 ) ( 1  - -
( 7 2  
x  - l ) ) ( T )  
1  
- 2 ( Y x  - 1 ) ( ( 7 2  +  1 - x
2  
) ( T )
( 7  
1
2 . 6 .
T
( ( 7 2  +  1 - T  
2
)
( 7  
>  0  ( L e m m a  5 . 1 2 )  
a n d  t h a t  i f  h  E  H a n d  k  E  1 i o  8  ( r a n  8 T ) - ,  t h e n  
( 5 . 3 0 )  1 1 8 T h  +  k l l
2
- I I C
o
( 8 T h  +  k ) 1 1
2
=  ~(.6.T((72 + 1 - T  
2
) h ,  h )  +  I l k 1 1 2 .  
( 7  
A l s o  n o t e  t h a t  ( 5 . 3 0 )  i m p l i e s  t h e  d e f e c t  i d e n t i t y ,  
( 5 . 3 1 )  ( 8 T ) * ( 1  - C * C ) 8 T  =  ~.6.T( ( 7 2  +  1 - T  
2
)  .  
( 7  
I n  ( 5 . 3 1 ) ,  8 T  i s  r e g a r d e d  a s  a n  o p e r a t o r  i n t o  1 i o .  
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1   1 1  
S e t  H I  =  (ran~f)-. L e t   A
o
:  ran~f - +  ran~f b e  d e f i n e d  b y  
1 1  
Ao(~fX) =  ~fTx, x  E  H .  
B y  L e m m a  4 . 2 7 ,  ker~T i s  i n v a r i a n t  f o r  T  a n d  s o  A
o  
i s  w e l l - d e f i n e d .  S i n c e  ~TT i s  
s e l f - a d j o i n t ,  A
o  
i s  s y m m e t r i c .  W e  w i l l  p r o v e  t h a t  A
o  
i s  b o u n d e d  a f t e r  d e f i n i n g  E o .  
L e t  S *  b e  a  c o i s o m e t r i c  e x t e n s i o n  o f  C  a c t i n g  o n  a  s p a c e  K
o
.  T h a t  i s ,  l e t  
K
o  
b e  a  H i l b e r t  s p a c e  c o n t a i n i n g  H
o
,  S  E  £ ( K
o
)  a n d  S  b e  a n  i s o m e t r y  s u c h  t h a t  
H
o  
i s  i n v a r i a n t  f o r  S *  a n d  
( 5 . 3 2 )  




D e f i n e  E o :  r a n  ~f - +  ( 1  - S  S * ) K
o  
b y  s e t t i n g  
1  
Eo~fX =  0 - ( 1  - S S * ) 8 T x ,  x  E  H .  
O b s e r v e  b y  u s i n g  ( 5 . 3 1 )  a n d  ( 5 . 3 2 )  t h a t  
1 1  
IIA~fh112 +  IIEo~fh1l2	 =  (~TT2h, h )  +  0 -
2
( ( 1  - S S * ) 8 T h ,  8 T h )  
- (~TT2h, h )  + 0 -
2
( ( 1  - C * C ) 8 T h ,  8 T h )  
- (~TT2h, h )  + (~T(0-2 + 1 - T  
2
) h ,  h )  
1  
_  ( 0 -
2  
+ 1)II~fhIl2. 
H e n c e ,  E o  i s  w e l l - d e f i n e d ,  b o u n d e d  a n d  e x t e n d s  b y  c o n t i n u i t y  t o  
E :  K
I  





i s  b o u n d e d  a n d  e x t e n d s  b y  c o n t i n u i t y  t o  a  s e l f - a d j o i n t  o p e r a t o r  
A :  H I  - +  H I .  
O b s e r v e  t h a t  
( 5 . 3 3 )   S * E  =  0 ,  
6 9  
( 5 . 3 4 )  
E *  E  + A
2  
=  ( J ' 2  + 1  
a n d  
1  
( 5 . 3 5 )  
( J ' ( 1  - S S * ) 8 T  =  E~f .  
N o w  n o t e  t h a t  
B  ~ [~ ~] 
a c t i n g  o n  K
o  
E B  K
1  
i s  a n  i s o s y m m e t r y ,  (J'(~T) =  { a ,  ( J ' 2 }  ( b y  ( 5 . 3 3 ) ,  ( 5 . 3 4 ) ,  ( 5 . 3 5 ) ) ,  
a n d  t h a t  t h e  m a p  L :  1 i  - +  K
o  
E B  K
1  
d e f i n e d  b y  
1  1  
L ( x )  =  8 x E B  - ~fX 
( J '  
i s  a n  i s o m e t r y .  T h u s ,  t h e  p r o o f  o f  T h e o r e m  5 . 2 8  w i l l  b e  c o m p l e t e  i f  i t  i s  s h o w n  t h a t  
( 5 . 3 6 )  
L T = B L .  
T o  s e e  t h a t  ( 5 . 3 6 )  h o l d s ,  n o t e  t h a t  t h e  e q u a t i o n  h a s  t h e  t w o  c o m p o n e n t s ,  
1  1  
( 5 . 3 7 )  
8 T x  =  S 8 x  + -E~fX, 
( J '  
a n d  
1  1  1  1  
( 5 . 3 8 )  
- ~fTx =  A  - ~f x ,  
( J '  ( J '  
f o r  a l l  x  E  1 i .  T o  p r o v e  ( 5 . 3 7 )  n o t e  u s i n g  ( 5 . 3 5 ) ,  ( 5 . 3 2 ) ,  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  C ,  
t h a t  
8 T x  =  S S * 8 T x  + ( 1  - S S * ) 8 T x  
1  1 -
- S S * 8 T x  + -E~fX 
( J '  
1  1 -
=  S C 8 T x  +  -E~fx 
( J '  
1  1 -
- S8x+-E~fX. 
( J '  
N o t e  t h a t  ( 5 . 3 8 )  h o l d s  d u e  t o  t h e  d e f i n i t i o n  o f  A .  T h i s  c o n c l u d e s  t h e  p r o o f  o f  
T h e o r e m  5 . 2 8 .  
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